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1. Les nombres complexes

I Les bases

1 Les ensembles de nombres

Les entiers naturels sont les nombres que l’on manipule depuis l’enfance et de façon
constante dans le langage courant. L’ensemble des entiers naturels est noté N.

N= {0,1,2,3, . . .}

L’équation x+1 = 0 n’a pas de solutions dans l’ensemble N des entiers naturels mais si
on élargit l’ensemble des possibilités pour x à l’ensemble des entiers relatifs Z alors cette
équation possède une solution −1.

Z= {. . . ,−2,−1,0,1,2, . . .}

L’équation 2x = 1 n’a pas de solutions dans Z mais en cherchant dans l’ensemble des
nombres rationnels Q, on trouve une solution x = 1

2 .

Q= { p/q | p, q ∈Z, q ̸= 0}

Les équations x2 = 2 ou encore x3 = 2, etc... n’ont pas de solutions dans Q mais elles ont au
moins une solution dans l’ensemble des nombres réels R. De plus, grâce aux nombres réels,
on peut définir les fonctions exponentielles, sinus, cosinus et logarithmes.

On ne cherchera pas à donner une construction de Z ou Q, encore moins de R. Nous allons
considérer les propriétés de ces ensembles comme acquises. Vous verrez plus tard comment
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construire tout cela.

L’équation x2 +1 = 0 n’a pas de solutions dans R. Une démarche naturelle et historique
pour résoudre ce genre de problème consiste comme on vient de l’apercevoir à chercher
des solutions dans un ensemble plus grand, ou plutôt à construire un ensemble plus grand
dans lequel il y aura une solution. C’est comme cela qu’est né, autour de 1545, l’ensemble
C des nombres complexes. Cet ensemble de nombres contient les nombres réels, un nombre
noté i qui vérifie i2 +1= 0 et dans on peut ajouter, soustraire, multiplier et diviser dans
cet ensemble.

Cet ensemble est très utile en géométrie, algèbre, en mathématiques en général mais aussi
en physique, en particulier en électricité et en électronique. Cette liste n’est pas exhaustive.
C’est pour cela que l’on va l’étudier.

2 Définition de l’ensemble des nombres complexes

■ Rappel 1.1 Les nombres réels sont en correspondance avec les points sur une droite. ■

x
0 1 2 3 4−1−2−3−4

2/3−3/2
p

2 π

FIGURE 1.1 – La droite réelle R

Définition 1.2 On appelle ensemble des nombres complexes, que l’on note C, l’ensemble des
nombres z de la forme : z = a+ ib avec (a,b) ∈R2 où i est un nombre (dit imaginaire)
qui vérifie :

i · i = i2 =−1

L’écriture z = a+ ib s’appelle la forme algébrique du complexe z , a est la partie réelle
de z , notée Re(z), b est la partie imaginaire de z , notée Im(z) et le complexe z = a− ib
s’appelle le conjugué de z .

3 Représentation graphique des nombres complexes

Le plan R2 muni du repère orthonormal ((0,0), (1,0), (0,1)), permet d’associer à tout nombre
complexe z = a+ ib un point M , dit image de z , de coordonnées (a,b). On dit que z est
l’affixe du point M et on note M(z). Voir Figure 1.2.

■ Exemple 1.3 • Si z = (3+2i) alors Re(z)= 3,Im(z)= 2. ■

Définition 1.4 Un nombre complexe est dit réel lorsque sa partie imaginaire est nulle. Il
est dit imaginaire pur lorsque sa partie réelle est nulle.

4 Calcul avec les nombres complexes

On additionne, soustrait normalement :

(a+ ib)+ (a′+ ib′)= (a+a′)+ i(b+b′) (a+ ib)− (a′+ ib′)= (a−a′)+ i(b−b′)
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R

iR

0 1

i

−1

−i

M (z)

z = 3+2i

Re(z)

Im(z)

C

FIGURE 1.2 – Le plan complexe C

■ Exemple 1.5

— (3+2i) + (1+2i)= 4+4i .
Interprétation géométrique de l’addition : comme l’addition de vecteurs dans R2 .
Regarder la figure 1.3.

— (3+ i)− (1+2i)= 2− i

■

Pour comprendre la multiplication, il suffit de se rappeler que :

i · i = −1

et de demander à la multiplication d’être distributive par rapport à l’addition, ainsi :

(a+ ib)(a′+ ib′)= aa′+ iba′+ iab′+ i2bb′ = (aa′−bb′)+ i(ab′+a′b)

Proposition 1.6 — Formule de la multiplication.

(a+ ib)(a′+ ib′)= (aa′−bb′)+ i(ab′+a′b)

■ Exemple 1.7

(3+ i) · (1+2i)= 3 ·1+3 ·2i+ i ·1+ i ·2i = 3+6i+ i−2= 1+7i.
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Re(z)

Im(z)

M1(z1)M2(z2)

M3(z3)

z1 = 3+2i

z3 = z1 + z2

z2 = 1+2i

3

2

1

4

40

FIGURE 1.3 – Addition de deux nombres complexes

■

II Premiers outils

1 Conjugaison
Définition 1.8 Si z = x+ i y est un complexe, on appelle conjugué de z , le complexe noté z
défini par :

z = x− i y.

Géométriquement, si M a pour affixe z et M′ pour affixe z , alors M′ est le symétrique de
M par rapport à l’axe des abscisses, voir Figure 1.4.

On remarque que z = 0 si et seulement si z = 0.

Proposition 1.9

— Un complexe est un réel ssi z = z .
— Un imaginaire pur ssi z =−z .
— Le conjugué de z est z , autrement dit z = z .

La partie réelle et la partie imaginaire de z s’exprime facilement à l’aide de z et z . On a
les formules suivantes, pour tout z ∈C :

Re z = z+ z
2

Im z = z− z
2i
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R

iR

0 1

i

−1

−i

z = 3+2i

z = 3−2i

FIGURE 1.4 – La conjugaison complexe

Démonstration. Si z = a+bi , alors z+z
2 = a+b·i+a−b·i

2 = 2a
2 = a . Si vous préférez la géométrie...

La figure 1.5 illustre une preuve plus géométrique. ■

z = a+bi

z = a−bi

−z =−a+bi

z

z

−z

a

ib

z+z
2 = a =Re(z)

z−z
2 = ib = iIm(z)

0

FIGURE 1.5 – Les formules Re z = z+z
2 et Im z = z−z

2i .

Proposition 1.10 Pour toute paire z, z′ de complexes, tout réel λ et tout entier naturel n ,
on a :

z+ z′ = z+ z′ zz′ = zz′

λz =λz zn = zn
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z = a+bi

a

ib

z |z| = dist(0, z)=
p

a2 +b2 =
p

zz

0

FIGURE 1.6 – Le module d’un nombre complexe

Démonstration.

— (x+ i y)+ (x′+ i y′)= x+ x′+ i(y+ y′)= x+ x′− i(y+ y′)= (x− i y)+ (x′− i y′).

— (x+ i y)(x′+ i y′)= (xx′− yy′)+ i(xy′+ yx′)= (xx′− yy′)− i(xy′+ yx′)= (x− i y)(x′− i y′)

— λz =λz est une conséquence de la formule précédente car λ=λ.

— Pour la dernière, c’est une récurrence sur n appliquée à la formule zz′ = zz′ .

■

2 Module
Définition 1.11 Soit z ∈C. Le module |z| de z = a+ ib est le nombre :

|z| = dist(0, z)=
√

a2 +b2 =
√

z · z

Voir Figure 1.6.

Démonstration. Un simple calcul :

z · z = (a+b · i)(a−b · i)= a2 − (b · i)2 = a2 +b2

montre l’égalité : √
a2 +b2 =

√
zz

puisque les réels a2 +b2 et zz sont positifs.

Le théorème de Pythagore démontre l’égalité :

dist(0, z)=
√

a2 +b2.

■
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■ Remarque 1.12 On remarque que si z = a+ ib ̸= 0, on obtient :

z× z
|z|2 = zz

|z|2 = 1

Ainsi, tout complexe z non nul possède un inverse qui est : z
|z|2 et que l’on note 1

z . ■

Proposition 1.13 Pour tous nombres complexes z,w ∈C, on a :

|zw| = |z||w|.1. |z| = 0 ⇔ z = 0.2.∣∣∣∣1
z

∣∣∣∣= 1
|z| pour z ̸= 0.3. |z| = |z| = |− z|.4.

Re(z)É |z|.5. |z+w| É |z|+|w|, (inégalité triangulaire).6.

Démonstration. 1. |zw|2 = zwzw = zwzw = zzww = |z|2|w|2 . Comme |zw| et |z||w| sont
des réels positifs, on a montré que :

|zw| = |z||w|.

2. On utilise la forme algébrique z = a+ ib de z . On a vu que |z| =
p

a2 +b2 , donc si
|z| = 0 alors a2 +b2 = 0 donc a2 = b2 = 0, et donc a = b = 0. D’où le résultat.

3. On utilise le premier point avec z = z et w = 1/z . On obtient :

|z · 1/z| = |z||1/z|
|1| = |z||1/z|
1= |z||1/z|

D’où : ∣∣∣∣1
z

∣∣∣∣= 1
|z| .

4. Simple calcul : |z| =
√

z z =p
zz = |z|.

5. On utilise la forme algébrique z = a+ ib de z . On a Re(z)= a É
p

a2 É
p

a2 +b2 = |z|.
6. Regarder le dessin, du triangle 0, z, z+w , Figure 1.7.

|z+w| = dist(0, z+w)É dist(0, z)+dist(z, z+w)= dist(0, z)+dist(0,w)= |z|+ |w|

Ceci n’est pas une preuve ! Je viens de démontrer l’inégalité triangulaire avec l’inéga-
lité triangulaire ! Mais, il est important de retenir la figure.
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Vraie preuve.

|z+w|2 =(z+w)(z+w)

=zz+ zw+wz+ww

=|z|2 +|w|2 +2Re(zw)

É|z|2 +|w|2 +2|zw|
=|z|2 +|w|2 +2|z||w|
=|z|2 +|w|2 +2|z||w|
=(|z|+ |w|)2

■

zw

z+w

z

w
z+w

w

0

FIGURE 1.7 – Inégalité triangulaire

■ Exemple 1.14 3+i
1+2i =? Astuce pour calculer la forme algébrique du quotient de deux nombres

complexes : multiplier numérateur et dénominateur par le conjugué du dénominateur et
utiliser la troisième identité remarquable. Exemple :

3+ i
1+2i

= (3+ i)(1−2i)
(1+2i)(1−2i)

= 5−5i
12 − (2i)2 = 5−5i

5
= 1− i.

■

3 Les fonctions trigonométriques - crash course

Définition des fonctions sinus et cosinus par la Figure 1.8 :
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x

y

M

arc de longueur α

cosα

sinα

α

O 1

i

−1

−i

FIGURE 1.8 – Le cercle trigonométrique et sin et cos.

Les graphes des fonctions sinus et cosinus est donnée par la figure 1.9 :

x

y
cos x

sin x
0 π 2π−π 3ππ

2−π
2−3π

2
3π
2

5π
2

7π
2

+1

−1

FIGURE 1.9 – Les graphes de sin et cos.

En particulier :

Proposition 1.15 Soit z ∈C tel que |z| = 1.

— Il existe α ∈R tel que :
z = cos(α)+ isin(α).

— Si α,α′ ∈R vérifient z = cos(α)+ isin(α)= cos(α′)+ isin(α′) alors il existe k ∈Z tel
que :

α−α′ = 2πk.

La figure 1.10 donnent les valeurs de sin et cos aux points classiques.



16 Chapitre 1. Les nombres complexes

x

y

0◦

30◦
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270◦ 300◦
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6

π

7π
6

5π
4

4π
3

3π
2

5π
3

7π
4

11π
6

2π

p
3

2 + 1
2 i

p
2

2 +
p

2
2 i

1
2 +

p
3

2 i

−
p

3
2 + 1

2 i

−
p

2
2 +

p
2

2 i

−1
2 +

p
3

2 i

−
p

3
2 − 1

2 i

−
p

2
2 −

p
2

2 i

−1
2 −

p
3

2 i

p
3

2 − 1
2 i

p
2

2 −
p

2
2 i

1
2 −

p
3

2 i

−1 1

−i

i
0É θ É π

2π−θ

θ+π −θ

(a) Le cercle trigonométrique version complexe

0 1 2 3 4

θ 0 π
6

π
4

π
3

π
2

sin(θ)
p

0
2

p
1

2

p
2

2

p
3

2

p
4

2

sin(θ) 0 1
2

p
2

2

p
3

2 1

(b) Le tableau mnémotechnique

θ 0 π
6

π
4

π
3

π
2

sin(θ) 0 1
2

p
2

2

p
3

2 1

cos(θ) 1
p

3
2

p
2

2
1
2 0

(c) Le tableau sin/cos

FIGURE 1.10 – Une belle page de trigo !



II Premiers outils 17

Notation 1.1. On écrit souvent sin2(α) pour (sin(α))2 .

Proposition 1.16 Pour tout α,β ∈R,

— sin2(α)+cos2(α)= 1 pour tout α.
— cos(α+β)= cosα ·cosβ−sinα ·sinβ.
— sin(α+β)= sinα ·cosβ+cosα ·sinβ.

Démonstration. Pour le premier point, c’est Pythagore, la définition du cercle ... Pour le
deuxième et troisième point, on va voir comment les démontrer facilement dans quelques
minutes. ■

4 Argument d’un nombre complexe non nul

Définition 1.17 Soit z un complexe non nul. Si M est l’image de z alors UN argument de
z est UNE mesure en radians de l’angle (

−→
i ,

−−→
OM), voir la figure 1.11. Autrement dit,

c’est un réel θ tel que :
z = |z|(cosθ+ isinθ)

M(z)

θ = mesure en radian de l’angle (
−→
i ,

−−→
OM)

−→
i

−−→
OM

0 1

i

−1

−i

FIGURE 1.11 – Définition de l’argument d’un nombre complexe

■ Exemple 1.18 Si z =p
3+ i , alors :

— |z| =
√p

3
2 +12 = 2

z
|z| =

p
3

2 + 1
2 i

arg(z)= π
6 [2π].

Voir figure 1.12. ■
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Re(z)

Im(z)

−1 0 1 2 3

−1

0

1

2

z =p
3+ i

|z|

θ

|z| =
√

(
p

3)2 +12

=
p

3+1
= 2

z
|z| =

p
3

2
+ 1

2
i

Donc un argument de z est
π

6
.

FIGURE 1.12 – Calcul du module et de l’argument de
p

3+ i .

■ Remarque 1.19 Si z = x+ i y, nous avons :

|z| =
√

x2 + y2 cosθ = xp
x2+y2

sinθ = yp
x2+y2 .

■

■ Remarque 1.20 Deux nombres complexes sont égaux ssi leurs modules sont égaux et leurs
arguments diffèrent d’un multiple de 2π. ■

Proposition 1.21

— Le complexe z est réel ssi z = 0 ou arg(z)= kπ avec k ∈Z.
— Le complexe z est imaginaire pur ssi z = 0 ou arg(z)= π

2 +kπ avec k ∈Z.
— On a z′ = z ssi |z| = |z′| et arg(z)′ =−arg(z)+2kπ avec k ∈Z.
— On a z′ =−z ssi |z| = |z′| et arg(z)′ =π+arg(z)+2kπ avec k ∈Z.

Démonstration. Il suffit de regarder la figure. ■

5 La fonction exponentielle complexe

■ Rappel 1.22 La fonction exponentielle exp : R→R, x 7→ exp(x)= ex (deux notations pour
même chose) est définie par le fait que

— exp(0)= 1, et
— exp′(x)= exp(x) pour tout x ∈R.

■

On acceptera sans démonstration le résultat suivant :

Proposition 1.23 Il existe une fonction appelée l’exponentielle (complexe), notée exp : C→
C, z 7→ exp(z)= ez qui vérifie :

— Pour tout z,w ∈C, ez+w = ez · ew .
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x

y
exp x

−2 −1 0 1 2

1

e ≃ 2,71828 . . .

FIGURE 1.13 – Le graphe de exp.

— Pour z ∈R, exp(z) coïncide avec la fonction exponentielle réelle (que vous connais-
sez).

— Pour tout z ∈C,
ez = ez

— La propriété magique, pour tout α ∈R :

eiα = cos(α)+ isin(α)

Proposition 1.24 La fonction exponentielle vérifie :

— eiπ =−1.
— eiπ/2 = i .
— Pour tout x ∈R, eix = e−ix .
— Formule de Moivre : (

cos(α)+ isin(α)
)n = cos(nα)+ isin(nα)

— Pour tout x, y ∈R, on a :

ex+i y = ex(cos(y)+ isin(y))
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Démonstration.

eiπ = cos(π)+ isin(π)

=−1+ i ·0
=−1

eiπ/2 = cos(π/2)+ isin(π/2)

= 0+ i ·1

eix = eix

= e−ix

(
cos(α)+ isin(α)

)n =
(
eiθ

)n

= einθ

= cos(nα)+ isin(nα)

ex+i y = exei y

= ex(cos(y)+ isin(y))

■

x

y

eiα

α

O 1

i

−1

−i

FIGURE 1.14 – La propriété magique de l’exponentielle complexe

6 Écriture géométrique d’un nombre complexe

Proposition 1.25 Soit z ∈C∗ .
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— Il existe (R,α) ∈R∗+×R tel que :
z = Reiα

— Si (R,α), (R′α′) ∈R+×R vérifient z = Reiα = R′eiα′
alors :

R = R′ et ∃k ∈Z tel que : α−α′ = 2πk.

Ainsi
z = Reiα︸ ︷︷ ︸

forme exponentielle

= R
(
cos(α)+ isin(α)

)
︸ ︷︷ ︸

forme trigonométrique

avec R > 0,α ∈R. Le nombre R est le module de z et le nombre α est un argument de z .

z = Reiα

R

α

0

Notation 1.2. Souvent, au lieu d’écrire :

∃k ∈Z tel que : θ−θ′ = 2πk,

on écrit :
θ ≡ θ′ [2π]

que l’on lit θ congru/égale θ′ modulo 2π.

L’écriture d’un nombre complexe sous forme géométrique est très pratique, comme le montre
cet exemple :

■ Exemple 1.26

—
p

3+ i = 2 · ei π6 (voir Exemple 1.18)

— (
p

3+ i)3 =? Rép : = (2 · ei π6 )3 = 23 · (ei π6 )3 = 8 · ei π6 ·3 = 8 · eiπ/2 = 8i .

■

Proposition 1.27 — Quelques formules. Si z = Reiθ (avec z ̸= 0 si nécessaire) alors :

zn = Rneinθ, z−1 = 1
R

e−iθ et z = Re−iθ.

En particulier, si |z| = 1 alors :
z−1 = z.
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Démonstration.

(Reiθ)n = Rn(eiθ)n

= Rneinθ

Reiθ = Reiθ

= Re−iθ

(Reiθ)−1 = Reiθ

|Reiθ|2

= Re−iθ

R2

= Re−iθ

■

Proposition 1.28 Pour tout θ ∈R, on a

cos(θ)=Re(eiθ)= eiθ+ e−iθ

2
et sin(θ)= Im(eiθ)= eiθ− e−iθ

2i

Démonstration.

cos(θ)=Re(eiθ)

= eiθ+ eiθ

2

= eiθ+ e−iθ

2

sin(θ)= Im(eiθ)

= eiθ− eiθ

2i

= eiθ− e−iθ

2i

■
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7 De la forme algébrique à la forme exponentielle et inversement

Question : comment passer de la forme algébrique à la forme trigonométrique / exponen-
tielle ? Et, inversement.

■ Exemple 1.29 (a) trig/exp → alg : Soit z ∈C tel que |z| = 2, arg(z)= π/6.
Mettre z sous forme algébrique !

Réponse :

Écriture sous forme algébrique :

z = 2 · (cos(π/6)+ isin(π/6))= 2 ·
(p

3
2 + i · 1

2

)
=
p

3+ i.

(b) alg → trig/exp : Soit z =−3+3i . Écriture de z sous forme exponentielle ?
Rép : il faut calculer module et argument.
Puis faire un dessin.

— |z| =
p

32 +32 =p
18= 3

p
2.

z
|z| =−

p
2

2 +
p

2
2 i .

arg(z)= 3π
4 [2π], par inspection.

Donc z = 3
p

2
(
cos(3π

4 )+ isin(3π
4 )

)= 3
p

2e 3iπ/4 .

■

Proposition 1.30 En général, si z = a+b · i , alors |z| =
p

a2 +b2 , et

arg(z)= arctan(b/a) si a > 0 et arg(z)=π+arctan(b/a) si a < 0.

8 Interprétation géométrique de la multiplication

Écrivons z,w ∈C en forme exponentielle, et calculons z ·w :

si z = Reiα , w = Seiβ , alors zw = RSeiαeiβ = RSei(α+β).

Proposition 1.31 Si l’on multiplie deux nombres complexes, alors leurs modules sont
multipliés, et leurs arguments sont additionnés.

■ Exemple 1.32 — Visualisation de la fonction f : C→C, f (z)= 1+ip
2
· z .

Remarquez :
∣∣1+ip

2

∣∣∣= 1 et arg
(1+ip

2

)= π
4 .

Donc f = rotation d’angle π
4 autour de l’origine.



24 Chapitre 1. Les nombres complexes

z = Reiα

R
α

w = Seiβ

S
β

zw = RSei(α+β)

R
S

α+β
0

FIGURE 1.15 – Point de vue géométrique sur la multiplication des nombres complexes

■

■ Remarque 1.33 En particulier, on a :

ei(α+β) = eiαeiβ

Écrivons-le, à présent sous forme trigonométrique :

(cos(α+β)+ isin(α+β))= (cos(α)+ isin(α))(cos(β)+ isin(β))

Qui devient, une fois développé et qu’on prend les partie réelle et partie imaginaire :{
cos(α+β) = cos(α)cos(β) − sin(α)sin(β)
sin(α+β) = sin(α)cos(β) + cos(α)sin(β)

On vient de démontrer les fameuses formules de d’addition de sin et cos qui sont donc de
simples conséquences du fait que ei(α+β) = eiαeiβ . ■



III Linéarisation 25

III Linéarisation

■ Question 1.34 Étant donné une fonction de la forme

cosn(x) ·sinm(x) (n,m ∈N)

est-ce qu’il est possible de la “linéariser”, c.à.d., la re-écrire comme somme de fonctions
cos(ax),sin(bx), où a,b ∈N ? ■

Réponse Oui, il suffit de reécrire cos(x)= 1
2 (eix+e−ix), sin(x)= 1

2i (e
ix−e−ix) et de calculer !

■ Exemple 1.35

cos2(x) ·sin(x)=
(1
2

(eix + e−ix)
)2 · 1

2i
(eix − e−ix)

= 1
4

(
eixeix +2eixe−ix + e−ixeix) · 1

2i
(
eix − e−ix)

= 1
4
· 1
2i

· (e2ix +2+ e−2ix) · (eix − e−ix)
= 1

4
· 1
2i

· (e3ix − eix +2eix −2e−ix + e−ix − e−3ix)
= 1

4
· 1
2i

· (e3ix − e−3ix + eix − e−ix)
= 1

4
(sin(3x)+sin(x))

■

Exercice 1.36 Linéariser sin2(x). ■

Pour calculer les expressions de la forme (x+ y)n rapidement on utilise le binôme de
Newton :

Proposition 1.37 — Binôme de Newton. Pour tout z,w ∈C, on a :

(z+w)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
xk yn−k

où les
(n

k
)= n!

k!(n−k)! s’appellent les coefficients binomiaux.

■ Remarque 1.38 Pour les premières valeurs de n cela donne :

x+ y = x + y
(x+ y)2 = x2 + 2xy + y2

(x+ y)3 = x3 + 3x2 y + 3xy2 + y3

(x+ y)4 = x4 + 4x3 y + 6x2 y2 + 4xy3 + y4

(x+ y)5 = x5 + 5x4 y + 10x3 y2 + 10x2 y3 + 5xy4 + y5

■

Pour calculer rapidement les nombres
(n

k
)
, on utilise la formule de Pascal :
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n
k 0 1 2 3 4 5 · · ·

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1
...

... . . .

(
n
k

)
+

(
n

k+1

)

=
(
n+1
k+1

)
Formule de Pascal

FIGURE 1.16 – Le triangle de Pascal

IV Résolution de l’équation du second degré à coefficients complexes

1 Racines carrées

Proposition 1.39 Soit z un complexe non nul. Il existe deux racines carrées w,w′ distincts
de z , autrement dit il existe deux complexes distincts tels que w2 = w′2 = z , de plus
w′ = −w . Si z = 0 alors l’unique racine carré de z est 0 (on dit qu’elle est double (elle
compte deux fois)).

■ Remarque 1.40 Si z est réel alors w et w′ sont réels. ■

Nous allons décrire la méthode pour calculer facilement w et w′ .

La méthode

On suppose z ̸= 0. On commence par poser z = a+ ib et w = u+ iv . On cherche u,v ∈R tels
que :

(u+ iv)2 = u2 −v2 +2uvi = a+ ib

Autrement dit, on doit résoudre le système :{
u2 −v2 = a

2uv = b

L’astuce diabolique consiste a ne pas oublier que l’on possède une troisième information, en
effet on sait que |w|2 = |z|. On obtient ainsi une troisième équation :

u2 +v2 =
√

a2 +b2 =: m

On doit donc résoudre le système suivant (à 3 équations pour 2 inconnues) :
u2 +v2 = m
u2 −v2 = a

2uv = b



IV Résolution de l’équation du second degré à coefficients complexes 27

On obtient facilement u2 = m+a
2 =: U et v2 = m−a

2 =: V . On vérifie au passage que U ,V sont
des réels positifs donc il possède une unique racine carrée réelle positive. Ainsi, le couple
(u,v) appartient à l’ensemble suivant :

E =
{p

U + i
p

V ;
p

U − i
p

V ; −
p

U + i
p

V ; −
p

U − i
p

V
}

.

La dernière équation va nous permettre de conclure. Si b Ê 0 alors l’ensemble des solutions
est :

S =
{p

U + i
p

V ; −
p

U − i
p

V
}

.

Si b É 0 alors l’ensemble des solutions est :

S =
{p

U − i
p

V ; −
p

U + i
p

V
}

.

Si w est donné en forme exponentielle

Exemple : Si w = 9ei π4 alors les racines carrées de w sont z1 =
p

9e
1
2 ·i π4 = 3ei π8 et z2 =−z1 =

3ei· 9π
8 .

En général, si w = R · eiϕ alors les racines carrées sont z1 =p
R · ei ϕ2 et son opposé z2 =

−z1 =
p

R · ei(ϕ2 +π) .

w = Reiα

α

z1 =
p

Re iα/2

α
2

z2 =
p

Re iα/2+π

α
2 +π

0

FIGURE 1.17 – Les racines carrés d’un nombre complexe
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2 Une remarque importante

Il ne faut jamais écrire
p

z quand z ∈C.

Quand x est réel positif, l’équation y2 = x admet deux racines (opposées), une positive et
une négative. On a donc un moyen simple de différencier les racines, c’est leur signe, on choi-
sit de noter la racine positive

p
x . La fonction x 7→p

x est continue et vérifie
pxy=p

xpy.

Mais si z est complexe, l’équation w2 = z possède toujours deux racines (opposées), cepen-
dant elles sont plus délicates à différencier. On pourrait choisir de noter

p
z l’unique racine

dont un argument appartient à ]− π
2 ; π2 ]. Malheureusement, ce choix définit une fonction

qui n’est pas continue et qui ne vérifie pas
p

uv =p
u
p

v . Un tel choix serait très difficile à
manipuler, on préfère se passer de la fonction racine carrée sur C.

3 L’équation du second degré

Proposition 1.41 Soient a,b, c trois complexes avec a ̸= 0. On considère l’équation :

az2 +bz+ c = 0 (E)

On pose ∆= b2 −4ac .

— Si ∆= 0 alors (E) possède une unique solution, dite double.
— Si ∆ ̸= 0 alors (E) possède deux solutions distinctes.
— Dans tous les cas, si δ est une racine carrée de ∆ alors les solutions de l’équation

(E) sont :

x1 = −b+δ
2a

et x2 = −b−δ
2a

.

Si a,b, c ∈R alors :

— Si ∆> 0 alors les solutions de (E) sont réelles.
— Si ∆= 0 alors l’unique solution de (E) est réel.
— Dans ces deux derniers cas, les solutions de l’équation (E) sont :

x1 = −b+p
∆

2a
et x2 = −b−p

∆

2a
.

— Si ∆< 0 alors les solutions de (E) sont complexes (non réelles) et conjuguées l’une
de l’autre.
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— Dans ce cas, les solutions de l’équation (E) sont :

x1 = −b+ i
p−∆

2a
et x2 = −b− i

p−∆
2a

.

Démonstration. On commence par une manipulation algébrique, appelée la mise sous
forme canonique :

z2 + b
a

z+ c
a
=

(
z+ b

2a

)2
− b2

4a2 + c
a

=
(
z+ b

2a

)2
−

(
b2 −4ac

4a2

)
=

(
z+ b

2a

)2
− ∆

4a2

Soit δ une des deux racines complexes de ∆, on obtient donc que :

z2 + b
a

z+ c
a
=

(
z+ b

2a

)2
−

(
δ

2a

)2

=
(
z+ b−δ

2a

)(
z+ b+δ

2a

)
=

(
z− −b+δ

2a

)(
z− −b−δ

2a

)
Autrement dit, les solutions de l’équation (E) sont :

−b+δ
2a

et
−b−δ

2a

Si ∆ ̸= 0, on a obtenu deux solutions distinctes, si ∆= 0 les deux solutions sont égales mais
l’unique solution apparaît deux fois dans la factorisation de l’équation, c’est pour cela qu’on
dit qu’elle est double.

Enfin, si les coefficients sont réels, tout d’abord si ∆Ê 0, il est clair que les solutions sont
réelles puisque δ=p

∆ est réel. De plus, les formules qui donnent les solutions sont bien
les formules annoncées.

Si ∆ < 0 alors aucune solution n’est réelle puisque δ n’est pas réel, c’est un imaginaire
pur ! En effet, δ=±i

p−∆. Les formules qui donnent les solutions sont bien les formules
annoncées. On voit qu’elles sont conjuguées !

Mais, on peut aussi, le montrer sans connaître les formules ! Prenons z une solution et
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calculons...

az2 +bz+ c = az2 +bz+ c

= az2 +bz+ c

= 0

= 0

Par conséquent, si z est une solution de (E) alors z est aussi solution de (E). Comme z
n’est pas réel, on a z ̸= z et par conséquent z est l’autre solution. Les solutions sont donc
complexes conjuguées. ■

Corollaire 1.42 Si x1, x2 sont les deux solutions éventuellement égales de (E) alors :

∀z ∈C, az2 +bz+ c = a(z− x1)(z− x2).

Autrement dit, on a factorisé le polynôme az2 +bz+ c .

Proposition 1.43 Si x1, x2 sont les deux solutions éventuellement égales de (E) alors :

x1 + x2 =−b
a

et x1x2 = c
a

Démonstration. Pour la somme c’est évident ! Pour le produit, on a :

−b+δ
2a

−b−δ
2a

= b2 −δ2

4a2 = b2 − (b2 −4ac)
4a2 = c

a

■

Autrement dit, la somme des racines et le produit des racines sont données par les coeffi-
cients de l’équation de manière très simple.

V Somme des termes d’une suite géométrique

Proposition 1.44 Soit q ∈C et n ∈N.

— Si q = 1 alors
n∑

k=0
qk = n+1.

— Si q ̸= 1 alors
n∑

k=0
qk = qn+1 −1

q−1
.
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Démonstration. Le cas q = 1 est clair. Maintenant, si q ̸= 1, posons S =
n∑

k=0
qk .

S = 1 + q + q2 + ·· · + qn−1 + qn

−qS = −q + −q2 + −q3 + ·· · + −qn + −qn+1

(1− q)S = 1 + 0 + ·· · + 0 + −qn+1

On obtient donc :

S = 1− qn+1

1− q
■

VI Racines n-ièmes

1 Racines n-ièmes de l’unité

■ Question 1.45 Quelles sont les racines n-ièmes de 1 (“de l’unité”), c.à.d., quelles sont les
solutions z de

zn = 1 ?

■

Si z = R · eiϕ est une telle racine, alors Rn · einϕ = zn = 1= 1 · ei0 . Donc R = 1, et nϕ est un
multiple de 2π.

...nϕ=−2π ou nϕ= 0 ou nϕ= 2π ou nϕ= 4π...

Définition 1.46 Soit n ∈N. Une racine n-ième de l’unité est un nombre complexe z tel que
zn = 1.

Proposition 1.47 L’équation :
zn = 1

possède exactement n solutions :

ω0 = e0 = 1, ω1 = ei·2π/n, ω2 = ei·4π/n, ω3 = ei·6π/n, . . . ,ωk = ei·2πk/n . . . ,ωn−1 = ei·(n−1)2π/n.

Ces n nombres complexes s’appellent les racines n-ièmes de l’unité.

(La solution suivante ei·2nπ/n = ei·2π = e0 est déjà vue.)

■ Exemple 1.48 — Cas n = 3 : les solutions de z3 = 1 sont ω0 = 1, ω1 = e2πi/3 =−1
2 +

p
3

2 i ,

et ω2 = e4πi/3 =−1
2 −

p
3

2 i
— Cas n = 4 : les solutions de z4 = 1 sont ω0 = 1, ω1 = i , ω2 =−1, ω3 =−i .

■

■ Remarque 1.49 Les racines n-ièmes vérifient plusieurs propriétés intéressantes.

— Si ω est une racine n-ième de l’unité alors ω=ω−1 est une racine n-ième de l’unité.
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FIGURE 1.18 – Les racines 3-ièmes et 4-ièmes de l’unité
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FIGURE 1.19 – Les racines 5-ièmes, 6-ièmes et 7-ièmes de l’unité

— Si ω,ω′ sont des racines n-ièmes de l’unité alors ωω′ est une racine n-ième de l’unité.
— En particulier, si ω est une racine n-ième de l’unité alors pour tout k ∈Z, ωk est une

racine n-ième de l’unité.
— Si on pose :

ωcan = e 2πi/n (la racine de l’unité canonique)

alors les racines de l’unité sont :

ωk = e 2πki/n =ωk
can pour k = 0, . . . ,n−1.

■

2 Racines n-ièmes d’un nombre complexe arbitraire

■ Question 1.50 Quelles sont les racines n-ièmes de z , c.à.d., les solutions z de

zn = w ?

■

Proposition 1.51 Soit n Ê 1 et w ∈C, l’équation

zn = w ? (⋆)

1. Si w = 0 alors 0 est l’unique solution de l’équation (⋆), on dit que 0 est une racine
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de multiplicité n .
2. Si w ̸= 0 alors l’équation (⋆) possède n solutions distinctes.
3. Si z0 est une solution de l’équation (⋆) et ωcan = e

2πi
n alors les solutions de l’équa-

tion (⋆) sont les nombres complexes :

zk = z0ω
k
can, k = 0, . . . ,n−1.

Démonstration. Le premier point est évident. Le troisième point démontre le second, on
va donc montrer le troisième point. On suppose w ̸= 0 et on se donne z0 une solution de
l’équation (⋆).

Soit z ∈C. Si le complexe z est solution de (⋆) alors :( z
z0

)n
= w

w
= 1

Autrement dit, z/z0 est une racine n-ième de l’unité. Inversement, si z/z0 est une racine
n-ième de l’unité ω alors :

zn = (ωz0)n =ωnzn
0 = 1 ·w = w

Conclusion : si l’équation (⋆) possède une solution (non-nulle) alors elle possède exactement
n solutions et celle-ci sont de la forme annoncée.

Reste à comprendre pourquoi cette équation a toujours une solution. Pour cela, on écrit w
sous forme exponentielle : w = R · eiθ alors on pose :

z0 = npRe iθ/n

Clairement, on a zn
0 = w . ■

■ Exemple 1.52 Les racines quatrièmes de z = 16 · eiπ/6 sont

r0 = 2eiπ/24, r1 = r0i = 2ei·13π/24, r2 = r0i2 =−r0 = 2ei·25π/24, r3 =−ir0 = 2ei·37π/24

■
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On termine avec un théorème culturel.
Théorème 1.53 — D’Alembert-Gauss. Soit P(z)= anzn+an−1zn−1+·· ·+a1z+a0 un polynôme à
coefficients complexes avec an ̸= 0. Le polynôme P possède n racines complexes comptés
avec multiplicités.

■ Remarque 1.54 Si n Ê 5, il n’est pas possible de calculer les racines de P comme vous l’avez
appris pour les polynômes de degré 2 ou pour le polynôme P(z)= zn −w . ■



2. Un peu de logique

I Les assertions

Un énoncé est une phrase mathématique qui a pour but de définir des objets mathématiques
ou d’en donner leurs propriétés, voici des exemples d’énoncés :

1. Le nombre 3 est un entier positif.
2. Soit x un réel positif.
3. Il existe un entier naturel plus grand que 21000 .
4. Posons a = 210 −1.
5. Si n est un entier relatif, alors n−1 est un entier positif.
6. Si x est un réel, alors le plus grand des deux nombres x et −x s’appelle la valeur

absolue de x .
7. Notons I l’intervalle [1,0].
8. 2É 5.
9. Le nombre 3 est négatif

Il y a plusieurs types d’énoncés : les assertions, les définitions, les notations...

Une assertion est un énoncé qui soit vrai, soit faux ; elle ne peut-être les deux à la fois.
Il s’agit des énoncés : (1), (3), (5), (8) et (9). Les assertions (1), (3) et (8) sont vraies. Les
assertions (5) et (9) sont fausses.

Une définition est un énoncé qui définit et souvent nomment un nouvel objet. C’est le cas
de l’énoncé (6) qui définit la valeur absolue d’un nombre réel. En général, lorsqu’un prof
définit un nouvel objet, celui-ci est souligné au tableau, écrit en italique dans un polycopié
ou dans un livre.
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Les énoncés (2), (4) et (7) indiquent que l’on va désigner par un certain symbole un objet
qui existe déjà : ce sont des notations.

Un théorème, une proposition, un lemme ou un corollaire sont des assertions vraies. Le choix
du mot théorème, proposition, lemme ou corollaire dépend de l’importance de l’assertion,
de son histoire, de rôle, on reviendra sur ce point plus tard.

Une démonstration de la proposition (E) est une suite d’assertion évidemment vraie qui
ont pour but d’expliquer pourquoi la proposition (E) est vraie. Il s’agit donc d’empiler des
banalités pour arriver à construire quelque chose de non-banal.

L’essentiel de l’évaluation d’un étudiant en mathématique se fait sur sa capacité à rédiger
des démonstrations. L’outil principal pour savoir et trouver les assertions évidemment
vraies qui mènent à la démonstration est le cours de mathématiques. Le TD a pour but
d’entraîner l’étudiant à rédiger des démonstrations.

On va à présent définir les opérations de base sur les assertions.

II Les connecteurs logiques

1 La négation
Définition 2.1 Soit A une assertion. La négation de A notée (non A ou (¬A )), prononcée
non A , est l’assertion qui est vraie lorsque A est fausse et fausse lorsque A est vraie.

Généralement, on écrit directement la négation de A , par exemple, la négation de x É 2 est
( non x É 2) mais on écrit plutôt x > 2.

On résume cette définition par une table de vérité :

A ¬A
V F
F V

Dans une table de vérité, "V" représente "Vrai" et "F" représente "Faux". La colonne ¬A
montre le résultat de l’opération logique "Non" sur l’assertion A .

2 L’opération ou

Considérons l’assertion suivante :

3 est pair ou 2 est pair

Elle est du type A ou B , où A est l’assertion "3 est pair" et B est l’assertion "2 est pair".
Définition 2.2 Soit A et B deux assertions, l’assertion ( A ou B ), parfois notée A∨B est
vraie si l’une des deux assertions A ou B est vraie ; elle est fausse sinon.
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■ Remarque 2.3 A∨B est donc vraie si A et B sont vraies 1. A∨B n’est fausse que si A et
B sont fausses. ■

Dans l’exemple au début de ce paragraphe, l’assertion B est vraie donc A∨B est vraie.

On résume cette définition par une table de vérité :

A B A∨B
V V V
V F V
F V V
F F F

La colonne A∨B montre le résultat de l’opération logique "OU" entre les assertions A et
B .

■ Remarque 2.4 Le sens de “ou” n’est pas le même dans le langage courant lorsque l‘on dit
“fromage ou dessert”... On pense à un ou exclusif...

Ou encore, les deux phrases, “nous ne sortirons pas s’il pleut ou s’il vente” et “préférez-vous
habiter à la ville ou à la campagne” n’utilisent pas le même sens pour le “ou”. ■

3 L’opération et

Considérons l’assertion suivante : "3 est pair et 2 est pair". Elle est du type A et B .
Définition 2.5 Soit A et B deux assertions, l’assertion ( A et B ), parfois notée A∧B est
vraie si les deux assertions A et B sont vraies ; elle est fausse sinon.

■ Remarque 2.6 A∧B est fausse dès que l’une des deux assertions A ou B est fausse. Elle
n’est vraie que si A et B sont vraies. ■

Dans l’exemple donné, A∧B est fausse puisque A est fausse.

■ Remarque 2.7 Dans le langage courant, la conjonction “et ” peut marquer des nuances de
la pensée telles que la succession dans le temps, la conséquence, l’opposition...
Voulez-vous entrer et vous asseoir
Je suis tombé et je me suis fait mal
Le roseau plie et ne rompt pas
N’utilisez surtout pas en mathématiques le mot "et" pour exprimer une conséquence. ■

On résume cette définition par une table de vérité :

A B A∧B
V V V
V F F
F V F
F F F

La colonne A∧B montre le résultat de l’opération logique "ET" entre les assertions A et B .

1. Attention, en français, "ou" désigne souvent un ou exclusif. Fromage ou dessert !
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4 L’équivalence
Définition 2.8 Soit A et B deux assertions. L’assertion A ⇔ B , prononcée A est équivalent
à B , est vraie si A et B sont vraies ou si A et B sont fausses.

On résume cette définition par une table de vérité :

A B A ⇐⇒ B
V V V
V F F
F V F
F F V

La colonne A ⇐⇒ B montre le résultat de l’opération logique "⇐⇒" entre les assertions A
et B .

Nous sommes prêt à démontrer notre première proposition !

Proposition 2.9 Soit A et B deux assertions. On a :

¬(¬A) ⇐⇒ A
¬(A∨B) ⇐⇒ ¬A∧¬B
¬(A∧B) ⇐⇒ ¬A∨¬B

Démonstration. On fait une petite table de vérité :

A ¬A ¬(¬A)
V F V
F V F

Les assertions ¬(¬A) et A ont les mêmes valeurs de vérités, elles sont donc équivalentes.
On fait une grosse table de vérité :

A B A∨B ¬(A∨B) ¬A ¬B ¬A∧¬B
V V V F F F F
V F V F F V F
F V V F V F F
F F F V V V V

Les assertions ¬(A ∨B) et ¬A ∧¬B ont les mêmes valeurs de vérités, elles sont donc
équivalentes. Et, on recommence :

A B A∧B ¬(A∧B) ¬A ¬B ¬A∨¬B
V V V F F F F
V F F V F V V
F V F V V F V
F F F V V V V
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Les assertions ¬(A ∧B) et ¬A ∨¬B ont les mêmes valeurs de vérités, elles sont donc
équivalentes. ■

5 L’implication

On arrive à présent au connecteur logique le plus important et le plus difficile.
Définition 2.10 Soit A et B deux assertions. La table de vérité de l’assertion A ⇒ B ,
prononcée si A alors B , A implique B , A entraîne B , est la suivante :

A B A ⇒ B
V V V
V F F
F V V
F F V

■ Remarque 2.11 A ⇒ B exprime que si A est vraie alors B est vraie. Cela ne dit rien sur la
véracité de A ou de B . ■

Définition 2.12 Lorsque A ⇒ B est une assertion vraie, on dit que A est une condition
suffisante à l’assertion B et que B est une condition nécessaire à A . On dit aussi, il suffit
que A soit vraie pour B soit vraie. Il faut (est nécessaire) que B soit vraie pour que A
soit vraie.

■ Remarque 2.13 Une fois de plus, l’usage de "il faut" en mathématiques n’est pas le même
que dans le langage courant. Dans le langage courant, on emploie très souvent, "il suffit" à
la place d’"il faut". Par exemple, on dit “pour traverser la rivière, il faut prendre le bateau”,
alors que c’est en fait suffisant, mais pas nécessaire. On peut le faire la nage. ■

■ Remarque 2.14 Il est important de remarquer que si A est une assertion fausse alors
quelque soit l’assertion B , l’assertion A ⇒ B est vraie ! Donc, 1< 0⇒ 0= 1 est une assertion
vraie. Ou encore, la phrase "si un homme mesure plus de 10 m alors il a trois jambes" est
vraie aussi. ■

Proposition 2.15 Soit A et B deux assertions. On a :

(A ⇒ B) ⇐⇒ (¬A∨B).

Démonstration. On fait de nouveau une grosse table de vérité :

A B A ⇒ B ¬A ¬A∨B
V V V F V
V F F F F
F V V V V
F F V V V

Les assertions A ⇒ B et ¬A∨B ont les mêmes valeurs de vérités, elles sont donc équiva-
lentes. ■
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Exercice 2.16 Montrer que

¬(A ⇒ B) ⇐⇒ A∧ (¬B).

■

III Les quantificateurs

Une assertion peut dépendre d’un paramètre. En pratique, quasiment toutes les assertions
dépendent d’un paramètre... Sa véracité dépend des valeurs du paramètre.

Par exemple, la véracité de l’assertion "x2 −1 < 0" dépend du nombre réel x . L’assertion
"x2 −1< 0" n’est pas vraie pour toutes les valeurs de x . Elle ne l’est que lorsque le réel x
appartient à l’intervalle ]−1,1[.

Il est en général intéressant de savoir à quel ensemble doit appartenir x pour que l’assertion
soit vraie ou même s’il existe des x pour lesquels l’assertion soit vraie. Pour cela, on utilise
les terminologies “pour tout” ou “quel que soit” et “il existe”.

1 Le quantificateur universel : ∀

Pour exprimer que l’on a "x2 −1 < 0" à chaque fois que x est un élément de l’intervalle
]−1,1[, on dit “pour tout nombre réel x appartenant à ]−1,1[, on a x2−1< 0 ou bien “quel
que soit le nombre réel x appartenant à ]−1,1[, on a x2 −1< 0. On écrit alors

∀x ∈]−1,1[, x2 −1< 0.

Définition 2.17 Soit A(x) une assertion qui dépend d’un objet x appartenant à un certain
ensemble E . La nouvelle assertion :

(∀x ∈ E, A(x))

est vraie si et seulement si A(x) est vraie pour toutes les valeurs que x peut prendre
dans E .

■ Remarque 2.18 On écrit/dit de façon équivalente :

— ∀x ∈ E, A(x).

— Pour tout x dans E , A(x) est vraie.

— Quelque soit x dans E , A(x) est vraie.

— On peut aussi changer "dans" par "appartenant à".

■

■ Remarque 2.19 Pour que l’assertion (∀x ∈ E, A(x)) soit fausse, il suffit de trouver un
élément x appartenant à E pour lequel l’assertion A(x) soit fausse. ■
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2 Le quantificateur existentiel : ∃
Il n’est pas toujours facile de déterminer un ensemble d’éléments qui vérifient une certaine
assertion A(x). Par contre, on aimerait savoir s’il existe au moins un élément qui la vérifie.

Définition 2.20 Soit A(x) une assertion qui dépend d’un objet x appartenant à un certain
ensemble E . La nouvelle assertion :

(∃x ∈ E, A(x))

est vraie si et seulement si on peut trouver au moins une valeur x de E qui vérifie A(x).

■ Remarque 2.21 La proposition (∃x ∈ E, A(x)) est fausse, si et seulement si elle est fausse
pour toutes les valeurs que peut prendre x dans E . ■

■ Remarque 2.22 On écrit/dit de façon équivalente :

— ∃x ∈ E, A(x).
— Il existe x dans E tel que A(x) est vraie.
— On peut aussi changer "dans" par "appartenant à".

■

■ Remarque 2.23 Lorsque l’assertion A(x) est vraie pour exactement un élément x de
l’ensemble E , on note :

∃!x ∈ E, A(x)

Nous reviendrons sans arrêt sur ces deux questions de l’existence et de l’unicité. ■

3 Négation des quantificateurs

Proposition 2.24 On a :

¬(∀x ∈ E, A(x)) ⇐⇒ ∃x ∈ E, ¬A(x)
¬(∃x ∈ E, A(x)) ⇐⇒ ∀x ∈ E, ¬A(x)

Démonstration. On montre la deuxième équivalence, on laisse la seconde en exo.

Supposons ¬(∃x ∈ E, A(x)). Soit x ∈ E . D’après l’hypothèse, on n’a pas A(x). Donc on a
¬A(x). L’assertion ∀x ∈ E, ¬A(x) est donc vraie.

Inversement, supposons ∀x ∈ E, ¬A(x). Tous les x ∈ E vérifient ¬A(x), ce qui veut dire
qu’aucun x ∈ E ne vérifie A(x). L’assertion ¬(∃x ∈ E, A(x)) est donc vraie. ■

4 Échange de quantificateurs

Il arrive fréquemment que l’on ait à écrire des assertions comportant une succession de
quantificateurs. Soit A(x, y) une assertion dépendant de deux variables x ∈ E et y ∈ F .

Considérons les assertions

P =∀x ∈ E,∀y ∈ F, A(x, y)
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et

Q =∀y ∈ F,∀x ∈ E, A(x, y).

Ces deux assertions sont équivalentes, et sont aussi équivalentes à

R =∀(x, y) ∈ E×F, A(x, y)

(voir plus loin pour le produit cartésien). Lorsque E = F , on commet l’abus d’écrire

∀x, y ∈ E, A(x, y).

Il en va de même si l’on met des quantificateurs existentiels à la place des quantificateurs
universels.

Considérons maintenant les deux assertions :

— P =∀x ∈ E,∃y ∈ F, A(x, y)

— Q =∃y ∈ F,∀x ∈ E, A(x, y)

Proposition 2.25 On a Q ⇒ P . La réciproque est fausse en général.

Démonstration. Supposons Q . Il existe donc un élément y0 de F tel que ∀x ∈ E, A(x, y0).
Soit maintenant x ∈ E . On a A(x, y0) donc ∃y ∈ F, A(x, y) (prendre y= y0 ). On a montré P .

Pour voir que la réciproque est fausse, prenons E = F =N et

P(x, y)⇔ y= x+1.

On a bien P :

∀x ∈N,∃y ∈N, y= x+1.

En revanche, Q est fausse (aucun entier n’est le successeur de TOUS les entiers). Raison-
nons par l’absurde. Supposons donc

∃y ∈N,∀x ∈N, y= x+1.

Prenons un tel y et appelons-le y0 . On a donc

∀x ∈N, y0 = x+1.

En particulier, comme y0 ∈N,

y0 = y0 +1,
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et donc, en soustrayant y0 ,

0= 1.

■
■ Remarque 2.26 P peut se lire : pour toute porte, il existe une clé qui ouvre cette porte. Alors
que Q se lit : il existe une clé, tel que pour toute porte, la clé ouvre la porte. Autrement dit,
il existe un passe partout. ■





3. Ensembles

I Notion d’ensemble - Elément d’un ensemble

Un ensemble est, naïvement, une collection d’objets unis par une propriété commune. Un
objet appartient à l’ensemble lorsqu’il possède cette propriété. Nous considérons la notion
d’ensemble comme une notion « première », que nous ne chercherons pas à définir.

Notation : Étant donnés un ensemble E et un objet x , on écrira x ∈ E lorsque x est élément
de E (ou appartient à E ), et x ∉ E dans le cas contraire.

II Comment définir un ensemble

1 Les ensembles déjà rencontrés

Vous avez déjà travaillé sur des ensembles de nombres ; ils ont un nom qui les définit
entièrement. Par exemple, N est l’ensemble des entiers naturels ; Z, Q, R et C désignent
respectivement l’ensemble des entiers relatifs, des nombres rationnels, des nombres réels
et des nombres complexes ; R∗ , R+ , R∗+ désignent les réels non nuls, les réels positifs, les
réels strictement positifs, etc.

2 Ensemble défini en extension

On définit un ensemble en extension en présentant la liste des éléments qui le forment.
Cette liste est placée entre accolades { }, les éléments étant séparés par une virgule ou un
point-virgule. L’ordre de présentation des éléments n’intervient pas.

Par exemple, l’ensemble E dont les éléments sont 1, 2, 3, 4 est noté E = {1,2,3,4} ; l’ensemble
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des lettres du mot mathématiques est {m,a, t,h, e, i, q,u, s}.

Un ensemble à un seul élément x est noté {x} et on l’appelle le singleton {x}. On a donc
x ∈ {x} (et pas x = {x}).

Un ensemble à deux éléments est appelé une paire.

Cette écriture ne peut raisonnablement s’appliquer qu’à des ensembles ayant un “petit”
nombre d’éléments.

3 Ensemble défini en compréhension

On peut énoncer une propriété telle que tout élément qui la possède appartient à l’ensemble
et tout élément qui ne la possède pas n’appartient pas à l’ensemble.

On note de la manière suivante l’ensemble F dont les éléments sont les éléments x d’un
ensemble E possédant la propriété P(x)

F = {x ∈ E | P(x)}

On lit que F est l’ensemble des éléments x de E tels que x possède la propriété P .

Par exemple, l’ensemble E′ dont les éléments sont les entiers naturels x tels que x É 4 est
noté E′ = {x ∈N |x É 4} (et on a aussi E′ = {0,1,2,3,4}).
L’intervalle [0,1[ s’écrit en compréhension : I = {x ∈R | 0É x < 1}.

4 Ensemble défini par une fonction

Soit F un sous-ensemble d’un ensemble E et f une application définie sur F . L’ensemble
des valeurs prises par f (x) lorsque x parcourt F est noté

{ f (x) | x ∈ F}.

Par exemple, si E =R, l’ensemble {cos x | x ∈ [0,2π]}= [−1,1].

III Égalité d’ensembles
Définition 3.1 Deux ensembles A et B sont égaux s’ils ont les mêmes éléments.

■ Remarque 3.2 Ainsi, soit A et B deux ensembles. Pour montrer que A = B , on prouve les
deux propriétés :

— ∀x ∈ A , x ∈ B .
— ∀x ∈ B , x ∈ A .

■

IV Inclusion d’ensembles
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Définition 3.3 Soient A et B deux ensembles. On dit que A est inclus dans B si chaque
élément de A est un élément de B. On note A ⊂ B . On dit aussi “ A est contenu dans B”
ou “ A est une partie de B” ou “ A est un sous-ensemble de B”. On dit aussi ”B contient
A ”.

AB

A ⊂ B

■ Remarque 3.4 — A ⊂ A (réflexivité)
— Si A ⊂ B et B ⊂ C , alors A ⊂ C (transitivité)
— A = B si et seulement si ( A ⊂ B et B ⊂ A ) (antisymétrie).

■

On peut rapprocher ces propriétés de celles de la relation d’inégalité É dans R : pour tous
a,b, c réels, on a a É a , si (a É b et b É c) alors a É c et si (a É b et b É a), alors a = b . De
telles relations sont appelées relations d’ordre.

1 L’ensemble vide

On admet l’existence d’un ensemble n’ayant aucun élément. Cet ensemble est appelé
ensemble vide et noté ;
■ Exemple 3.5 1. N⊂Z⊂Q

2. {x ∈R |0< x < 4}⊂R+
3. Soit E un ensemble. ;⊂ E

■

2 Montrer une inclusion d’ensembles

Soit A et B deux sous-ensembles d’un ensemble E. Pour montrer que A ⊂ B , on considère
un élément quelconque de l’ensemble A et on montre qu’il est élément de B .

Exercice 3.6 Montrer que si A∪B = B∩C alors A ⊂ B ⊂ C . ■

3 Montrer une égalité d’ensembles

Pour montrer que deux ensembles A et B sont égaux, on montre que A ⊂ B et B ⊂ A .
Exercice 3.7 Montrer que A∪B = A∩B si et seulement si A = B . ■

4 Ensemble des parties d’un ensemble
Définition 3.8 Soit E un ensemble. Les sous-ensembles de E forment un ensemble appelé
ensemble des parties de E et noté P (E).

■ Exemple 3.9 Si E = {1,2}, alors P (E)= {;, {1}, {2},E}. ■
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■ Remarque 3.10 Un ensemble peut être un élément d’un autre ensemble. Par exemple, si un
fleuriste présente dans une corbeille un ensemble de bouquets de roses, chaque bouquet
doit être considéré comme un élément de l’ensemble B des bouquets. Par contre, aucune
rose n’est un élément de cet ensemble B ; chacun d’elles est un élément du bouquet où elle
figure, bouquet qui peut alors être considéré comme un ensemble de roses. Nous constatons
que suivant les circonstances un même objet peut être considéré soit comme un élément
soit comme un ensemble. ■

■ Remarque 3.11 Pour dire que x est élément de l’ensemble E , on peut au choix écrire que
x ∈ E ou que {x}⊂ E ou que {x} ∈P (E). ■

Exercice 3.12 1. Soit E = {1,2,3}. Donner tous les sous-ensembles de E .
2. Soient A et B des sous-ensembles d’un ensemble E .

Montrer que ( A ⊂ B si et seulement si P (A)⊂P (B)).

■

V Intersection et réunion
Définition 3.13 Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble E . L’ensemble {x |x ∈
A et x ∈ B} est appelé l’intersection des ensembles A et B et est noté A∩B .

Si A∩B =;, on dit que A et B sont disjoints. (A ne pas confondre avec distinct qui est
la négation de égal)

L’ensemble {x |x ∈ A ou x ∈ B} est appelé l’union des ensembles A et B et est noté A∪B .

BA

A∩B = {x |x ∈ A et x ∈ B}

BA

A∪B = {x |x ∈ A ou x ∈ B}

Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble E . On a :

— A∩;=; et A∪;= A

— A∩B ⊂ A et A∩B ⊂ B

— A ⊂ A∪B et B ⊂ A∪B

— A∪B = A si et seulement si B ⊂ A

— A∩B = A si et seulement si A ⊂ B

Propriétés de ∩ et ∪ -
Soient A, B, C trois sous-ensembles d’un ensemble E . On a :

— A∪B = B∪ A
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— A∩B = B∩ A
— A∪ (B∪C)= (A∪B)∪C
— A∩ (B∩C)= (A∩B)∩C
— A∪ (B∩C)= (A∪B)∩ (A∪C)
— A∩ (B∪C)= (A∩B)∪ (A∩C)

On traduit ces propriétés en disant que ∪ et ∩ sont commutatives (propriétés 1 et 2),
associatives (propriétés 3 et 4), que ∪ est distributive par rapport à ∩ (propriété 5) et ∩ est
distributive par rapport à ∪ (propriété 6). Ces propriétés seront étudiées dans un autre
module. Pour s’en souvenir, on peut les comparer aux propriétés analogues de l’addition
et de la mutiplication dans R : pour a,b, c réels, on a a+ b = b+a, ab = ba, a+ (b+ c) =
(a+ b)+ c, a(bc) = (ab)c, a(b+ c) = ab+ac . Mais on n’a pas l’équivalent de la propriété 5 ;
en général, on n’a pas a+ (bc)= ab+ac (trouver un exemple).

■ Remarque 3.14 �Ne pas oublier les parenthèses. Par exemple, A∩B∪C n’a pas de sens.
Si A = [0,1], B = [1,2] et C = [2,+∞[, on a (A∩B)∪C = {1}∪ [2,+∞[, et A∩ (B∪C)= {1}. ■

Généralisation - Si A1, A2, . . . , An sont des sous-ensembles d’un ensemble E , on définit de
même la réunion A1 ∪ A2 ∪·· ·∪ An comme l’ensemble des x qui appartiennent à au moins
l’un des ensembles A1, A2, . . . ou An et l’intersection A1∩ A2∩·· ·∩ An comme l’ensemble
des x qui appartiennent à tous les ensembles A1, A2, . . . , An :

A1 ∪ A2 ∪·· ·∪ An = {x |∃i ∈ {1,2, ...,n}, x ∈ A i}
A1 ∩ A2 ∩·· ·∩ An = {x |∀i ∈ {1,2, ...,n}, x ∈ A i}

Exercice 3.15 Soient A,B,C,D des sous-ensembles d’un ensemble E . Montrer que (A∪
B)∩ (C∪D) = (A∩C)∪ (A∩D)∪ (B∩C)∪ (B∩D). Simplifier le résultat lorsque l’on a
A ⊂ C .
■

VI Complémentaire d’un ensemble
Définition 3.16 Soient E un ensemble et A un sous-ensemble de E . Le complémentaire
de A dans E est l’ensemble
{x |x ∈ E et x ̸∈ A}. On le note ∁E A , ou E \ A ou encore lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté
sur E : Ac, A∁ ou A .

AE

∁E A = {x ∈ E ; x ̸∈ A}

Propriétés du complémentaire (Lois de De Morgan) -
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Soient E un ensemble, A et B des sous-ensembles de E .

— ∁E

(
∁E A

)
= A

— A ⊂ B si et seulement si ∁EB ⊂ ∁E A
— ∁E(A∪B)= (∁E A)∩ (∁EB)
— ∁E(A∩B)= (∁E A)∪ (∁EB)

Définition 3.17 Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble E . On note
A \ B l’ensemble {x ∈ A |x ∉ B} et on l’appelle différence de A et B .

BA

A \ B = {x ∈ A ; x ̸∈ B}

■ Remarque 3.18 — Lorsque l’on a B ⊂ A , la différence de A et B est aussi le complémen-
taire de B dans A .

— A \ B = A∩B∁ .
— A ⊂ B si et seulement si A \ B =;.

■

■ Remarque 3.19 � : Ne pas oublier les parenthèses.
Trouver un exemple d’ensembles vérifiant (A \ B)\ C ̸= A \ (B \ C). ■

Exercice 3.20 1. Soient A = {x ∈R |x2 −3x+1> 0} et B = {x ∈R |x > 0}.
Montrer que les ensembles A∁,B∁, A∩B, A∪B, A \ B et B \ A sont des intervalles
ou des réunions d’intervalles et préciser lesquels.

2. Soient A et B des sous-ensembles d’un ensemble E . Montrer que les deux proprié-
tés suivantes sont équivalentes :
1) A = B 2) A \ B = B \ A

3. Même question pour les cinq propriétés suivantes. (On peut montrer qu’elles sont
toutes équivalentes à la première) :
1) A ⊂ B 2) B∁ ⊂ A∁ 3) A∩B = A
4) A∪B = B 5) A \ B =;

■

VII Produit d’ensembles
Définition 3.21 Soient E et F deux ensembles, x un élément de E et y un élément de F .
Le couple (x, y) est la donnée des deux éléments x et y dans cet ordre. Les éléments x
et y sont appelés respectivement première et deuxième coordonnée du couple (x, y). Deux
couples (x, y) et (x′, y′) sont égaux si et seulement si on a (x = x′ et y= y′). Le produit
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cartésien E×F est l’ensemble des couples (x, y) où x ∈ E et y ∈ F .

■ Exemple 3.22 — Si E = F = R, le produit R×R est aussi noté R2 . On le représente
souvent par l’ensemble des points du plan affine euclidien, en choisissant un repère
orthonormé (O, e1, e2). Le couple (x, y) est représenté par le point d’abscisse x et
d’ordonnée y.

— Si A = [2,5] et B = [2,4], le produit A×B est un sous-ensemble de R2 qui peut être
représenté par le rectangle sur la figure ci-dessous.

■

A×B

O

B

Ae1

e2

2

4

2 5

■ Remarque 3.23 — Il ne faut pas confondre le couple (x, y) et l’ensemble {x, y}. Si x ̸= y,
on a (x, y) ̸= (y, x), mais {x, y}= {y, x}. Le couple (x, x) est représenté par un point de
la première diagonale et l’ensemble {x, x} est le singleton {x}.

— A ⊂ E et B ⊂ F si et seulement si A×B ⊂ E×F.
— Un produit cartésien de deux ensembles est vide si et seulement si l’un au moins des

deux ensembles est vide.

■

Généralisation - Si on considère des ensembles E1,E2, . . . ,En , on peut de même définir
les n-uples (x1, x2, . . . , xn) où x1 ∈ E1, x2 ∈ E2, . . . , xn ∈ En et le produit E1 ×E2 ×·· ·×En . En
particulier, R×·· ·×R︸ ︷︷ ︸

n facteurs

est encore noté Rn . De même, on note En l’ensemble E×·· ·×E︸ ︷︷ ︸
n facteurs

.

Exercice 3.24 Soit A = B = {1,2}. Donner tous les sous-ensembles de A×B.
■





4. Raisonnements

I Aide à la rédaction d’un raisonnement

1 Analyse du problème

La première chose est de distinguer les hypothèses (= propositions vraies) de la question
(=proposition à démontrer). Il faut savoir clairement distinguer ce qui est connu ou admis
de ce qui est à démontrer.

Une fois reconnues toutes les hypothèses, il faut les expliciter, éventuellement les écrire
sous une forme synonyme : introduisez des notations (il faut nommer les objets afin de
pouvoir en parler), rappelez-vous des propriétés que les hypothèses peuvent entrainer.

■ Remarque 4.1 Les hypothèses interviennent généralement au cours du raisonnement ; elles
en sont rarement le point de départ. Il faut trouver le bon endroit où les utiliser. ■

On s’intéresse ensuite au problème à montrer :

— essayer de le rapprocher d’un problème déjà résolu.
— faire une figure peut être une aide (mais non une démonstration).
— regarder des cas particuliers (pour se faire une idée).
— ne pas oublier d’hypothèses et ne pas les affaiblir.

2 Rédaction d’une démonstration

— Annoncez ce que vous allez faire et donnez vos conclusions : structurez vos démons-
trations.

— Fixez vos notations : si vous introduisez une nouvelle notation, définissez-la claire-
ment. Par exemple : “soit x un réel positif”.
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— Justifiez les étapes de votre démonstration. Citez les théorèmes avec leurs hypothèses
et vérifiez ces hypothèses. Par exemple, si vous multipliez une inégalité par un terme
positif, vérifiez que ce terme est bien positif.

— Relisez la démonstration pour voir si elle est claire et vérifier que vous n’avez pas
oublié de cas.

3 Quelques erreurs à éviter

— Attention aux négations.
— Quelques exemples ne font pas une démonstration.
— Attention aux notations : ne pas donner le même nom à deux objets différents et ne

pas supposer que deux objets ayant deux noms distincts sont distincts.

II Montrer que (P ou Q) est vraie

Pour montrer que l’assertion (P∨ Q) est vraie, on peut montrer que l’une des deux assertions
P ou Q est vraie. On peut également montrer que si l’une des deux propositions est fausse,
alors l’autre est vraie. En pratique, on utilise la deuxième méthode sauf si l’une des deux
propositions est vérifiée de manière évidente.

Exercice 4.2 Soit x un entier relatif. Montrer que (x est impair ou x2 est pair). ■

III Montrer une implication

1 Méthode directe

Soit deux assertions P et Q . On veut montrer que l’assertion P =⇒Q est vraie. Si P est
fausse, l’assertion P =⇒Q est vraie, quelle que soit la valeur de vérité de Q . Il suffit donc
de se placer dans le cas où P est vraie et montrer que Q est vraie.

Le début de la démonstration s’écrit donc : “Supposons que P soit vraie. Montrons alors
que Q est vraie”.

Exercice 4.3 Soit x un réel. Montrer que (x2 É x =⇒ |x| = x). ■

2 Par contraposition

Proposition 4.4 (Principe de contraposition) Les assertions (P =⇒ Q) et
(
( non Q) =⇒

(non P)
)

ont la même valeur de vérité.

Le raisonnement par contraposition s’utilise lorsque l’assertion ( non Q) est plus facile à
formaliser que P ou lorsqu’il parait plus simple de passer de ( non Q) à ( non P) que de P
à Q .
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Exercice 4.5 Soit n ∈Z. Montrer que, (n2 impair =⇒ n impair). ■

IV Montrer une équivalence

1 Par deux implications

Il est fortement conseillé de démontrer une équivalence P ⇐⇒Q en montrant que les deux
implications P =⇒Q et Q =⇒ P sont vraies.

Exercice 4.6 Soit n ∈Z. Montrer n est pair si et seulement si n2 est pair. ■

2 Cas de plusieurs équivalences

Pour montrer que P ⇐⇒Q ⇐⇒ R , on n’est pas obligé de montrer 6 implications. Il suffit de
montrer que les trois assertions P =⇒Q , Q =⇒ R et R =⇒ P sont vraies.

V Ensembles - Rappel

1 Montrer une inclusion d’ensembles

Soit A et B deux sous-ensembles d’un ensemble E. Pour montrer que A ⊂ B , on considére
un élément quelconque de l’ensemble A et on montre qu’il est élément de B .

Exercice 4.7 Montrer que A ⊂ A∪B et A∩B ⊂ A . ■

2 Montrer une égalité d’ensembles

Pour montrer que deux ensembles A et B sont égaux, on montre que A ⊂ B et B ⊂ A .

VI Méthodes indirectes

1 Raisonnement par l’absurde

Dans une théorie mathématique, une assertion est soit vraie, soit fausse ; elle ne peut être
les deux à la fois. Montrer qu’une assertion P est vraie est donc équivalent à montrer
que l’assertion ( non P) est fausse. Le raisonnement par l’absurde consiste à supposer que
( non P) est une assertion vraie (on rajoute donc une hypothèse) et à essayer de trouver
une contradiction, par exemple qu’une assertion Q est vraie ainsi que sa négation.

Exercice 4.8 Montrer que 0 n’est pas racine de A(x)= x4 +12x−1.

On raisonne par l’absurde. Supposons que 0 soit racine de A . Par définition, on au-
rait donc A(0) = 0 ; or le calcul montre que A(0) = −1, d’où −1 = 0. On obtient une
contradiction. ■

■ Remarque 4.9 Le raisonnement par l’absurde s’utilise en particulier pour montrer qu’un
ensemble est vide (on suppose qu’il ne l’est pas et on considère un élément de cet ensemble)
ou encore pour montrer l’unicité d’un certain élément (on suppose qu’il y en a deux distincts
et on cherche une contradiction). ■
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2 Disjonction des cas

Une assertion P peut se manipuler plus facilement si on suppose qu’une proposition Q
est également vraie. Dans ce cas, on démontre les deux assertions (P et Q) et

(
P et ( non Q)

)
.

Exercice 4.10 Résoudre |x−1| É 4. ■

VII Raisonnement par récurrence

On note N l’ensemble des entiers naturels.

Le raisonnement par récurrence s’applique aux propositions dont l’énoncé dépend d’un
entier naturel n. Il est une conséquence de la construction de l’ensemble des entiers
naturels N (basée sur les axiomes de Peano). Plus précisément, il repose sur l’axiome
suivant :
Axiome 4.11 Si E est une partie non-vide de N alors E possède un plus petit élément.
C’est-à-dire :

∃n0 ∈ E,∀x ∈ E, x Ê n0.

Ce raisonnement peut prendre différentes formes. On commence par la récurrence simple.
Théorème 4.12 (Principe de récurrence - simple 0) Soit P (n) une propriété dépendant d’un
entier n . On suppose :

— P (0) (est vraie).
— ∀n ∈N, P (n)⇒P (n+1).

Alors ∀n ∈N, P (n) (est vraie).

Démonstration. On considère :
A = {n ∈N |P (n)}

Supposons que A ̸=N. Et, considérons B =NàA . L’ensemble B est non-vide (par hypothèse
du raisonnement par l’absurde), c’est un sous-ensemble de N, il admet donc un plus petit
élément, on le note n0 (∈ B ).

On remarque que n0 ̸= 0 puisque 0 ∈ A . Donc n0 −1 est un entier et il n’est pas dans B ,
donc n0 −1 ∈ A mais alors n0 ∈ A (c’est le principe de la récurrence !), absurde ! ■

Exercice 4.13 Montrer que, pour tout entier naturel n , 2n > n. ■

Toutes les récurrences ne commencent pas en n = 0. On uilise souvent la version suivante :
Théorème 4.14 (Principe de récurrence - simple qcq) Soit P (n) une propriété dépendant
d’un entier n . On suppose qu’il existe un entier n0 tel que :

— P (n0) (est vraie).
— ∀n Ê n0 , P (n)⇒P (n+1).

Alors ∀n Ê n0 , P (n) (est vraie).



VIII Somme et produit 57

■ Remarque 4.15 Définissez clairement l’hypothèse de récurrence, donnez-lui un nom qui
mette en évidence qu’elle dépend d’un entier.

Si l’hypothèse de récurrence ne vous est pas donnée, il faut essayer de la découvrir avec les
cas n = n0, n = n0 +1,. . . ■

On fait aussi des récurrences doubles !
Théorème 4.16 (Principe de récurrence - double 0) Soit P (n) une propriété dépendant d’un
entier n . On suppose :

— P (0) et P (1) (sont vraies).
— ∀n ∈N, P (n) & P (n+1)⇒P (n+2).

Alors ∀n ∈N, P (n) (est vraie).

On fait même des récurrences fortes !
Théorème 4.17 (Principe de récurrence - forte 0) Soit P (n) une propriété dépendant d’un
entier n . On suppose :

— P (0) (est vraie).
— ∀n ∈N, (∀0É k É n , P (k)) ⇒P (n+1).

Alors ∀n ∈N, P (n) (est vraie).

VIII Somme et produit

Soit p et q deux entiers naturels avec p É q et f une application de N dans C. On note
q∑

i=p
f (i) la somme des nombres f (i) lorsque i varie de p à q :

q∑
i=p

f (i)= f (p)+ f (p+1)+·· ·+ f (q−1)+ f (q).

q∏
i=p

f (i) le produit de ces mêmes termes :

q∏
i=p

f (i)= f (p)× f (p+1)×·· ·× f (q−1)× f (q).

On a :
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q∑
i=p

f (i)=
q∑

j=p
f ( j)

n∑
i=1

f (i)=
n−1∑
i=1

f (i)+ f (n)

n∑
i=1

1= n

n∏
i=1

1= 1

■ Remarque 4.18 La récurrence ne sert pas qu’à démontrer certaines propriétés sur l’en-
semble des entiers naturels ; elle permet de donner des définitions. Par exemple, le symbole∑

est défini de manière correcte par

— Pour q− p = 0
q∑

i=p
f (i)= f (p).

— Si q Ê p
q+1∑
i=p

f (i)=
q∑

i=p
f (i)+ f (q+1).

■

■ Exemple 4.19 Pour n entier naturel, calculer la somme

Sn =
n∑

i=0
(2i+1).

On peut commencer par étudier les cas n = 1,n = 2, etc. On trouve S0 = 1, S1 = 4, S2 = 9
et on peut deviner que l’on a Sn = (n+1)2 pour tout n . Reste à le vérifier en écrivant une
démonstration de cette proposition. ■

Démonstration. On va montrer que pour tout entier n , on a :

n∑
i=0

(2i+1)= (n+1)2.

Pour n entier naturel, notons Sn la somme

Sn =
n∑

i=0
(2i+1).

et P(n) la propriété Sn = (n+1)2 . Il faut montrer que P(n) est vraie pour tout n . On
procède par récurrence sur n .
Montrons que P(0) est vraie. Pour n = 0, on a :
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S0 =
0∑

i=0
(2i+1)= 1 et (n+1)2 = 1.

Donc P(0) est vraie.
Soit k un entier tel que P(k) est vraie ; montrons qu’alors P(k+1) est vraie. L’hypothèse
est Sk = (k+1)2 et on veut montrer que l’on a Sk+1 = (k+2)2 . Or on a :

Sk+1 =
k+1∑
i=0

(2i+1)= Sk + (2k+3).

En utilisant l’hypothèse, on obtient :

Sk+1 = (k+1)2 + (2k+3)= k2 +4k+4= (k+2)2.

Donc P(k+1) est vraie.
On a donc montré que P(n) est vraie pour tout n , ce qui est équivalent au résultat
cherché. ■

L’utilisation d’une récurrence permet très souvent de répondre à ce type de question. Il faut
prendre la peine de bien préciser l’hypothèse de récurrence, de lui donner un nom (ici P(n))
et de bien signaler les étapes. Il faut également faire attention au démarrage : vérifiez que
le passage de k à k+1 marche dès le départ et qu’il n’y ait pas un cas particulier pour n0 ,
n0 +1, . . .

Exercice 4.20 Montrer, par récurrence sur n , que
n∑

i=1
i = n(n+1)

2
. ■

IX Les quantificateurs

1 Le quantificateur universel

Supposons que l’on ait à démontrer une assertion du type
(∀x ∈ E, P(x)

)
. La démonstration

consiste généralement par : soit x un élément (quelconque) de E , montrons que l’assertion
P(x) est vraie.

Cette écriture fixe l’élément x mais ne lui impose aucune particularité autre que d’apparte-
nir à E .

■ Remarque 4.21 Si E =N, penser à la récurrence. ■

2 Contre-exemple

Pour montrer qu’une assertion du type
(∀x ∈ E, P(x)

)
est fausse, il suffit de montrer que

sa négation
(∃x ∈ E, non P(x)

)
est vraie. Il suffit donc de trouver un élément x de E qui
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vérifie ( non P(x)) : on dit qu’on a trouvé un contre-exemple.

3 Le quantificateur existenciel

On veut démontrer une assertion du type
(∃x ∈ E, P(x)

)
. Ces propriétés sont souvent plus

difficiles à montrer, sauf si on peut se rattacher à un théorème d’existence déjà connu.
Le plus souvent, on est amené à construire l’élément x vérifiant P . Il faut alors essayer
d’analyser le problème pour avoir l’intuition d’une solution possible. Il ne reste ensuite qu’à
vérifier que le x ainsi construit vérifie bien P et qu’il est bien élément de E .

Exercice 4.22 Montrer qu’il existe x ∈R tel que x =p
x+6.

Si x existe, alors il vérifie (x−6)2 = x , d’où x = 4 ou x = 9. On vérifie que x = 9 convient.■



5. Applications

I C’est quoi?

Définition 5.1 Soient E et F deux ensembles. On appelle application de E vers F tout
triplet f = (E,F,G ) où G est une partie de E×F , vérifiant :

∀x ∈ E,∃!y ∈ F, (x, y) ∈G

— E est l’ensemble de départ de f .
— F est l’ensemble d’arrivée de f .
— G est le graphe de f .

Définition 5.2 Soit f = (E,F,G ) une application. Pour tout x ∈ E , l’unique y ∈ F tel que
(x, y) ∈G est appelé l’image de x par f et est noté f (x).

Lorsqu’on se donne une application f de E vers F , on note très souvent

f : E → F

Lorsqu’on souhaite préciser l’image des éléments de l’ensemble de départ, on note sur une
deuxième ligne :

x 7−→ f (x)

Par exemple,
f :R−→R

x 7−→ x2 + x−1

Notation. On note F (E,F) ou encore FE l’ensemble des applications de E dans F .
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■ Remarque 5.3 Une suite à valeurs dans E est une application u :N→ E . L’image de l’entier
n par la suite u est en général notée un et pas u(n). Plus généralement : ■

Définition 5.4 Soient I et E deux ensembles. On appelle famille d’éléments de E indexée
par I toute application

F : I −→ E
i 7−→ xi

On note de façon plus compacte F = (xi)i∈I .

II Restrictions, prolongements

La donnée d’une application entraîne la donnée de ses ensembles de départ et d’arrivée. Il
arrive que l’on veuille modifier ceux-ci, en les élargissant ou en les restreignant.

Définition 5.5 Soit f : E → F . Soit E′ ⊂ E . LA restriction de f à E′ est l’application
f |E′ : E′ → F définie par

∀x ∈ E′, f |E′ (x)= f (x)

Définition 5.6 Soit f : E → F . Soit E′ ⊃ E . UN prolongement de f à E′ est une application
g : E′ → F telle que g|E = f .

On peut également s’occuper de l’ensemble d’arrivée, et parler de co-restriction ou de
co-prolongement. Généralement, on fait tout cela par une simple phrase sans changer de
notation.

III Injections, surjections, bijections
Définition 5.7 Soit f : E → F . Soit y ∈ F . On appelle antécédent de y par f tout élément x
de E tel que f (x)= y.

■ Remarque 5.8 Un élément de F peut avoir zéro, un ou plusieurs (voire une infinité)
d’antécédents. On ne note pas de façon particulière un antécédent. ■

Définition 5.9 Soit f : E → F . On dit que f est :

— injective lorsque tout élément de F a au plus un antécédent par f .
— surjective lorsque tout élément de F a au moins un antécédent par f .
— bijective lorsque tout élément de F a exactement un antécédent par f .

Proposition 5.10 Soit f : E → F . f est injective si et seulement si

∀x, x′ ∈ E, f (x)= f (x′)=⇒ x = x′.

Démonstration. Supposons que f a la propriété ci-dessus. Soit y ∈ F . Supposons que y a
deux antécédents x et x′ par f . On a alors y= f (x)= f (x′) d’où x = x′ . L’élément y a donc
au plus un antécédent, et f est injective.
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Supposons inversement que f est injective. Soient x et x′ deux éléments de E tels que
f (x)= f (x′). Soit y la valeur commune des images. l’élément y a au plus un antécédent par
f , or x et x′ sont des antécédents de y. Donc x = x′ . ■
■ Remarque 5.11 L’injectivité peut aussi être reformulée en

x ̸= x′ =⇒ f (x) ̸= f (x′)

mais il vaut mieux, si possible, utiliser la caractérisation de la proposition avec les égalités.
■

Les propositions suivantes sont de simple reformulation.

Proposition 5.12 Soit f : E → F . f est surjective si et seulement si

∀y ∈ F, ∃x ∈ E, y= f (x).

Proposition 5.13 Soit f : E → F . f est bijective si et seulement si

∀y ∈ F, ∃!x ∈ E, y= f (x).

IV Composition
Définition 5.14 Soient f : E → F et g : F →G . On appelle composée de f et g l’application
g ◦ f : E →G définie par

∀x ∈ E, g ◦ f (x)= g( f (x)).

Proposition 5.15 La composition des applications est associative.

Démonstration. Soient f : E → F , g : F → G et h : G → H trois applications. Les applica-
tions (h◦ g)◦ f et h◦ (g ◦ f ) ont les mêmes ensembles de départ et d’arrivée, à savoir E et
H . Soit x ∈ E . On a

((h◦ g)◦ f )(x)= (h◦ g)( f (x))

= h(g( f (x)))

= h((g ◦ f )(x))

= (h◦ (g ◦ f ))(x)

D’où l’associativité de la composition. ■

Proposition 5.16 Soit
IdE : E −→ E

x 7−→ x
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l’application « identité de E ». On a pour toute application f : E → F ,

f ◦ IdE = f et IdF ◦ f = f .

Démonstration. Soit x ∈ E . Par définition de l’identité, on a IdE(x)= x . Donc,

( f ◦ IdE)(x)= f (IdE(x))= f (x)

ce qui montre que f ◦ IdE = f .

De même, soit y ∈ F . Par définition de l’identité, on a IdF (y)= y. Donc, pour tout x ∈ E ,

(IdF ◦ f )(x)= IdF ( f (x))= f (x)

ce qui montre que IdF ◦ f = f . ■

■ Remarque 5.17 La composition des applications n’est pas commutative. Par exemple, soient
les deux applications de R vers R définies par f : x 7−→ x2 et g : x 7−→ x+1. On a (g◦ f )(1)= 2
alors que ( f ◦ g)(1)= 4. Les applications f ◦ g et g ◦ f sont donc différentes. ■

Proposition 5.18 La composée de deux injections (resp. surjections, bijections) est une
injection (resp. surjection, bijection).

Démonstration. Soient f : E → F et g : F →G .

— Injections : Supposons f et g injectives. Soient x, x′ ∈ E tels que (g◦ f )(x)= (g◦ f )(x′).
On a donc g( f (x)) = g( f (x′)). Comme g est injective, il en résulte que f (x) = f (x′).
Puis, par injectivité de f , x = x′ .

— Surjections : Supposons f et g surjectives. Soit z ∈G . L’application g est surjective,
il existe donc y ∈ F tel que z = g(y). Par la surjectivité de f , il existe x ∈ E tel que
y= f (x). Ainsi,

z = g(y)= g( f (x))= (g ◦ f )(x)

— Bijections : Pour la composition des bijections, il suffit d’utiliser les deux premiers
points.

■

V Application réciproque
Définition 5.19 Soit f : E → F . Soit g : F → E . On dit que :

— g est un inverse à gauche de f lorsque g ◦ f = IdE .
— g est un inverse à droite de f lorsque f ◦ g = IdF .
— g est un inverse (ou une réciproque) de f lorsque g est un inverse à gauche et à

droite de f .
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Définition 5.20 Une application est dite inversible à gauche (resp : à droite) lorsqu’elle
admet un inverse à gauche (resp : à droite). Elle est dite inversible lorsqu’elle admet un
inverse.

Proposition 5.21 Une application possède au plus un inverse.

Démonstration. Soit f : E → F . Supposons que f a deux inverses g et h . On a g ◦ f = IdE .
En composant à droite par h et en utilisant l’associativité de ◦, on obtient

g ◦ ( f ◦h)= IdE ◦h

ou encore
g ◦ IdF = IdE ◦h

c’est-à-dire g = h . ■

Quelles sont les applications inversibles à gauches? Inversibles à droite ? Inversibles ?

Proposition 5.22 Soit f : E → F où E est un ensemble non vide. L’application f est injective
si et seulement si elle est inversible à gauche.

Démonstration. Supposons f injective. Soit x0 ∈ E . Soit g : F → E définie comme suit :
pour tout y ∈ F , si y a un antécédent x par f (forcément unique, car f est injective), alors
g(y)= x . Sinon, g(y)= x0 . On a bien g ◦ f = IdE .

Inversement, supposons l’existence d’un tel g . Soient x, x′ ∈ E tels que f (x) = f (x′). En
composant par g , on obtient g( f (x))= g( f (x′)), donc x = x′ par définition de g . Ainsi, f est
injective. ■

Proposition 5.23 Soit f : E → F . L’application f est surjective si et seulement si elle est
inversible à droite.

Démonstration. Supposons f surjective. Soit h : F → E définie comme suit : pour tout
y ∈ F , h(y)= x où x est un antécédent de y par f (il en existe au moins un puisque f est
surjective). On a bien f ◦h = IdF .

Supposons inversement l’existence d’un tel h . Soit y ∈ F . On a f (h(y)) = y, donc y a un
antécédent par f : h(y). Ainsi, f est surjective. ■

Proposition 5.24 — Une bijection a un unique inverse à gauche et un unique inverse à
droite, et ceux-ci sont égaux à son inverse.

— Une application est bijective si et seulement si elle est inversible.

Démonstration. Soit f une bijection. On va montrer que f est inversible et que les inverses
à gauche à droite sont uniques, d’un coup. Soit g et g′ deux inverses à gauche de f . On a :

IdE = g ◦ f = g′ ◦ f .
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En composant à droite par un inverse à droite h de f , on obtient

g = g′ = h.

D’où l’unicité de l’inverse à gauche, et son égalité avec tout inverse à droite (et donc l’unicité
de l’inverse à droite). On a donc obtenu que f est inversible.

Soit f inversible, les propositions précédentes montrent que f est injective et surjective,
donc bijective. ■
■ Remarque 5.25 Soit f : E → F une bijection. La réciproque de f est l’unique application
g : F → E vérifiant {

g ◦ f = IdE,

f ◦ g = IdF .
■

Proposition 5.26 Soit f : E → F une bijection. La réciproque de f est bijective, et(
f −1)−1 = f .

Soient f : E → F et g : F →G deux bijections. L’application g ◦ f est bijective, et

(g ◦ f )−1 = f −1 ◦ g−1.

Démonstration. En composant f −1 par f des deux côtés, on obtient l’identité. Donc f est
bien la réciproque de f −1 . De même, en composant g ◦ f par f −1 ◦ g−1 , on obtient bien
l’identité. ■

VI Images directes, Images réciproques
Définition 5.27 Soit f : E → F .

— Pour tout ensemble A ⊂ E , on note

f (A)= {y ∈ F | ∃x ∈ A, y= f (x)}.

Cet ensemble est appelé l’image directe de A par f .
— Pour tout ensemble B ⊂ F , on note

f −1(B)= {x ∈ E | f (x) ∈ B}.

Cet ensemble est appelé l’image réciproque de B par f .

■ Remarque 5.28 Prendre bien garde au fait que les notations sont ambiguës. En particulier,
f −1 ne désigne PAS la réciproque de f , qui peut d’ailleurs très bien ne pas exister. ■

■ Exemple 5.29 On a :

sin(R)= [−1,1], sin−1({0})= 2πZ, exp(R+)= [1,+∞[.
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■

VII Fonctions indicatrices
Définition 5.30 Soit E un ensemble. Soit A ⊂ E . On appelle fonction indicatrice (ou
parfois fonction caractéristique) de A l’application 1A : E → {0,1} définie par

1A(x)=
{

1 si x ∈ A,

0 si x ∈ E \ A.

■ Exemple 5.31 Prenons par exemple E =R. La fonction 1R est la fonction constante égale à
1. La fonction 1; est la fonction nulle. La fonction 1[0,1] est la fonction qui vaut 1 sur le
segment [0,1] et qui est nulle partout ailleurs. ■

Proposition 5.32 Soit E un ensemble. On a, pour toutes parties A et B de E :

— 1A∩B = 1A1B ,
— 1A∪B = 1A + 1B − 1A1B ,
— 1E\B = 1− 1B ,
— 1A\B = 1A(1− 1B).

Démonstration. Montrons par exemple la formule pour la réunion. Soit x ∈ E .

— Si x n’est ni dans A , ni dans B , les deux membres de l’égalité sont nuls.
— Si x est dans A mais pas dans B , les deux membres de l’égalité valent 1.
— Si x est dans B mais pas dans A , les deux membres de l’égalité valent 1.
— Si x est dans A et dans B , les deux membres de l’égalité valent 1.

On procède de manière similaire pour les autres formules. ■

VIII Injectivité, surjectivité pour des fonctions numériques

On emploie le mot numérique pour dire qu’on parle de fonctions d’une partie de R (ou C) à
valeurs dans R (ou C).

1 Fonctions affines
Définition 5.33 Une fonction affine de R dans R est une fonction de la forme x 7→ ax+b ,
pour a,b ∈R.

Une fonction affine de C dans C est une fonction de la forme z 7→ az+b , pour a,b ∈C.

Proposition 5.34 Soit a,b ∈C. On considère la fonction affine f :C→C donnée par f (z)=
az+b . Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. f est bijective.
2. f est surjective.
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3. f est injective.
4. a ̸= 0.

■ Remarque 5.35 La même proposition est vraie pour les fonctions affines sur R. ■

Démonstration. Supposons f est injective. Dans ce cas, f (0) ̸= f (1), autrement dit b ̸= a+b
donc a ̸= 0.

Supposons f surjective. Il existe alors z ∈C tel que f (z)= b+1, ainsi az+b = b+1 donc
az = 1 donc a ̸= 0.

Supposons a ̸= 1. On pose g(z)= a−1(z−b). On vérifie aisément que :

f ◦ g = g ◦ f = IdC.

Faire un petit diagramme des implications que l’on vient de démontrer et voir qu’on a tout
fait ! ■

2 Le théorème de la bijection

Proposition 5.36 Soit I un intervalle de bornes a < b et f : I → R une fonction. On note
c (resp. d ) la valeur de f en a (resp. b ) ou la limite de f en a (resp. b ) (en supposant
qu’elle existe). On note J l’intervalle de bornes c et d , où c (resp. d ) est inclus si c est
la valeur de f et exclus si c est la limite de f .

1. Si f est strictement monotone alors f est injective.
2. (TVI) Si f est continue alors pour tout y0 ∈ (c,d), il existe x0 ∈ I tel que f (x0)= y0 .
3. (Thm de la bijection) Si f est dérivable, f ′ Ê 0 (resp. f ′ É 0) et f ′ ne s’annule qu’un

nombre fini de fois alors f : I → J est une bijection croissante (resp. décroissante)
et la bijection réciproque f −1 est dérivable.

3 Les polynomes de degré 2

Proposition 5.37 Soit a,b, c ∈ R et a > 0. L’application x 7→ ax2 + bx+ c est une bijection
croissante de [−b

2a ,+∞[ vers [− ∆
4a ,+∞[.

Démonstration. On note f :R→R donnée par f (x)= ax2+bx+c . La fonction f est dérivable
et f ′(x)= 2ax+b . Ainsi f ′ Ê 0 sur [−b

2a ,+∞[ et elle s’annule uniquement en −b
2a .

La limite de f en +∞ est +∞ et :

f
(−b

2a

)
= a

( b2

4a2

)
− b2

2a
+ c

=− b2

4a
+ c

=−b2 −4ac
4a

=− ∆

4a
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■

4 Les fonctions puissances classiques
Définition 5.38 Si n ∈N∗ , on définit pn la fonction puissance n par pn :R→R définie par :

pn(x)= xn = x× x×·· ·× x︸ ︷︷ ︸
n fois

..

Définition 5.39 Si x ∈R∗ et n = 0, on pose x0 = 1.

■ Remarque 5.40 Il n’y a pas de convention pour 00 ! ■

Proposition 5.41 On a les formules suivantes :

1. Pour tout x, y ∈R, pour tout n ∈N∗ , (xy)n = xn yn .
2. Pour tout x ∈R, pour tout n, p ∈N∗ , (xn)p = xnp .
3. Pour tout n ∈N∗ , 1n = 1.

Définition 5.42 Si n ∈ N∗ , on définit p−n la fonction puissance −n par p−n : R∗ → R∗

définie par :

p−n(x)= 1
xn

Proposition 5.43 On a les formules suivantes :

1. Pour tout x, y ∈R∗ , pour tout n ∈Z, (xy)n = xn yn .
2. Pour tout x ∈R, pour tout n, p ∈Z, (xn)p = xnp .
3. Pour tout n ∈Z, 1n = 1.

Théorème 5.44 soit n ∈N∗ , la fonction pn restreinte à R+ (au départ et à l’arrivée) est une
bijection strictement croissante, dérivable, de dérivée strictement positive sur R∗+ . Sa
fonction réciproque s’appelle la fonction puissance 1/n ou la fonction racine n-ième, on la
note p 1/n(x)= x1/n = npx .

■ Remarque 5.45 Ainsi, la racine n-ième de x Ê 0 est l’unique réel yÊ 0 tel que x = yn . ■

Démonstration. La fonction pn est dérivable de dérivée p′
n(x)= nxn−1 qui est une fonction

strictement positive sur R∗+ . La limite de pn en +∞ est +∞ et la valeur de pn en 0 est 0.
Le théorème de la bijection conclut. ■

Proposition 5.46 On a les formules suivantes :

1. Pour tout x, y ∈R+ , pour tout n ∈N∗ , npxy= npx npy.
2. Pour tout x ∈R+ , pour tout n, p ∈N∗ , p

√
npx = nppx .

3. Pour tout n ∈N∗ , np1= 1.

5 Les fonctions exp et ln
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Définition 5.47 Il existe une unique fonction f : R→ R tel que f ′ = f et f (0) = 1. Cette
fonction s’appelle la fonction exponentielle et on la note exp et on note exp(x)= ex .

■ Remarque 5.48 On admet que cette fonction ne s’annule pas. ■

Proposition 5.49 La fonction exponentielle vérifie, pour tout x, y ∈R :

1. exp(x+ y)= exp(x)exp(y).
2. exp(−x)= (exp(x))−1 .

Démonstration. Soit y ∈R. On le fixe. On introduit la fonction :

f y : R → R

x 7→ exp(x+ y)
exp(y)

La fonction f y est dérivable, vérifie f ′y = f y et f y(0)= 1. La caractérisation (admise) de la
fonction exponentielle montrer que f y = exp. D’où la première propriété.

La seconde propriété est obtenue à partir de la première en prenant y=−x et en utilisant
exp(0)= 1.

■

Proposition 5.50 La fonction exponentielle est une bijection de R vers R∗+ .

Démonstration. Soit x ∈R. On a :

exp(x)= exp( x/2)exp( x/2)= (exp( x/2))2 Ê 0

Mais, on a admit que exp ne s’annulait pas donc : exp(x)> 0. On vient de montrer que exp′

est strictement positive. La fonction exp est donc strictement croissante. Ainsi la fonction
x 7→ exp(x)−1 est positive sur R+ . La fonction x 7→ exp(x)− (1+ x) est donc croissante sur
R+ . On a ainsi démontré que :

∀x Ê 0, exp(x)Ê 1+ x

La fonction exp tend donc vers +∞ en +∞. Comme expexp(−x)= exp(x)−1 , on obtient que
la limite de exp en −∞ est 1

+∞ = 0.

La fonction exp :R→R∗+ est donc bijective. ■

Définition 5.51 On appelle logarithme néperien la bijection réciproque de exp :R→R∗+ . On
la note ln :R∗+ →R.

Proposition 5.52 Soit x, y> 0. La fonction ln vérifie :

1. ln′(x)= 1
x .

2. ln(xy)= ln(x)+ ln(y).



VIII Injectivité, surjectivité pour des fonctions numériques 71

3. ln(x−1)=− ln(x).
4. ln(1)= 0.

Démonstration. La fonction ln vérifie exp(ln(x)) = x , pour tout x > 0. En dérivant, on
obtient :

exp′(ln(x)) ln′(x)= 1

Soit
exp(ln(x)) ln′(x)= 1

Soit
x ln′(x)= 1

Soit
ln′(x)= 1/x.

L’égalité ln(xy)= ln(x)+ ln(y) se déduit de l’égalité exp(x+ y)= exp(x)exp(y) et de la défini-
tion de ln comme fonction réciproque de exp.

etc... ■

6 Les fonctions puissances généralisés
Définition 5.53 Soit α ∈R, on définit la fonction puissance α pα :R∗+ →R∗+ par :

pα(x)= exp(α ln(x))= eα ln(x)

On note plutôt xα := pα(x).

■ Remarque 5.54 Si on prend dans la dernière formule α= x et x = e , on obtient

px(e)= exp(x)

C’est cette définition qui justifie la notation : exp(x)= ex . ■

Proposition 5.55 On a les formules suivantes :

1. Pour tout x, y ∈R∗+ , pour tout α ∈R, (xy)α = xαyα .
2. Pour tout x ∈R∗+ , pour tout α,β ∈R, (xα)β = xαβ .
3. 1α = 1.

Proposition 5.56 1. Si n ∈ N∗ et x ∈ R∗+ , on a xn = en ln(x) , la définition usuelle et la
définition via exp-ln coïncident.

2. Si n ∈ N∗ et x ∈ R∗+ , on a x−n = e−n ln(x) , la définition usuelle et la définition via
exp-ln coïncident.

3. Si n ∈ N∗ et x ∈ R∗+ , on a npx = e
1
n ln(x) , la définition usuelle et la définition via

exp-ln coïncident.

Démonstration. Exo. ■
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