
Licence 1 — Mathématiques 2025–2026

Maths Générales (MAGE)

FEUILLE DE TD N◦4
RAISONNEMENTS

1 Divers

Exercice 1
Soit n et p deux entiers relatifs. Montrer que np est pair ou n2 − p2 est multiple de 4.

Exercice 2
Résoudre sur R l’équation x =p

2− x.

Exercice 3 Ñ

Soit A, B et C des sous-ensembles d’un ensemble E. (Les questions sont indépendantes)

1. Montrer que A ⊂ B =⇒ Bc ⊂ Ac.

2. Montrer que (A∩B ⊂ A∩C et A∪B ⊂ A∪C)=⇒ B ⊂ C.

3. Montrer que
(
A∩Bc = A∩C =⇒ A ⊂ Bc ∪Cc).

4. Montrer que A ⊂ B ⇐⇒ A∩B = A.

Exercice 4
Soit E un ensemble et A, B et C trois sous-ensembles de E.

1. On suppose que A∪B∪C = (A \ B)∪ (B \ C)∪ (C \ A). Montrer, en utilisant un raisonnement
par l’absurde, que A∩B∩C =;.

2. Montrer l’équivalence A∪B∪C = (A \ B)∪ (B \ C)∪ (C \ A)⇐⇒ A∩B∩C =;.

Exercice 5

1. Résoudre dans R, l’inéquation
p

x−1Ê x−4.

2. Résoudre dans R l’inéquation
p

x2 −5x+6É 2x−3.
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Exercice 6
Les implications suivantes sont-elles vraies ?

1. ∀x ∈R, x < 1=⇒ x É 1.

2. ∀x ∈R, x < 1=⇒ x < 3.

3. ∀x ∈R, x < 1=⇒ 2x+3< 4.

4. ∀x ∈R, x2 < 4=⇒ x É 3.

5. ∀x ∈R, x <π=⇒ cos x+sin x < 2.

6. ∀(x, y) ∈R2, (x < 2 et y< 3)=⇒ 2x+5y< 21.

7. ∀(x, y) ∈R2, (xy ̸= 0 et x É y)=⇒ 1
x
Ê 1

y
.

8. ∀(x, y) ∈R2, (xy> 0 et x < y)=⇒ 1
x
> 1

y
.

Exercice 7
Fernand est un étudiant qui doit se rendre journellement à l’université.
On considère les propositions suivantes :

(P1) Si Fernand a une voiture, soit il n’aime pas prendre l’autobus, soit il habite loin d’une ligne de
bus.

(P2) S’il n’a pas de bicyclette, alors il a nécessairement une voiture.

(P3) S’il craint la marche à pied et s’il habite loin d’une ligne de bus, alors il a une bicyclette.

(P4) S’il n’a pas de bicyclette, alors il craint la marche à pied.

(P5) S’il n’aime pas prendre l’autobus, alors il habite loin d’une ligne de bus.

1. Formaliser la proposition P2, puis les propositions P1, (non P2), P3, P4 et P5 en utilisant les
notations suivantes :

V : “ Fernand a une voiture. ”
B : “ Fernand a une bicyclette. ”
A : “ Fernand aime prendre l’autobus. ”
P : “ Fernand craint la marche à pied. ”
L : “ Fernand habite loin d’une ligne de bus. ”

On suppose que les propositions (non P2), P3, P4 et P5 sont vraies.
2. Que peut-on en déduire pour la proposition P1 ? Fernand a-t-il une voiture?

3. Montrer que Fernand n’habite pas loin d’une ligne de bus.

4. Fernand aime-t-il prendre l’autobus?

5. Donner alors les valeurs de vérité des propositions V , B, A, P et L et vérifier que les proposi-
tions (non P2), P3, P4 et P5 sont vraies.
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Exercice 8
Soit x, y et z trois réels parmi lesquels il y a zéro et deux réels non nuls de signe contraire. On
suppose que les trois implications suivantes sont vraies :

P1 : x = 0⇒ y> 0.

P2 : x > 0⇒ y< 0.

P3 : y ̸= 0⇒ z > 0.

Comparer x, y et z.

Exercice 9 Ñ

Il y a cinq maisons de cinq couleurs différentes, alignées le long d’une route. Dans chacune de ces
maisons vit une personne de nationalité différente. Chacune de ces personnes boit une boisson
différente, fume une marque de cigare différente et a un animal domestique différent.

1. Le Britannique vit dans la maison rouge.

2. Le Suédois a des chiens.

3. Le Danois boit du thé.

4. La maison verte est juste à gauche de la maison blanche.

5. Le propriétaire de la maison verte boit du café.

6. La personne qui fume des Pall Mall élève des oiseaux.

7. Le propriétaire de la maison jaune fume des Dunhill.

8. La personne qui vit dans la maison du centre boit du lait.

9. Le Norvégien habite dans la première maison en partant de la gauche.

10. L’homme qui fume des Blend vit à côté de celui qui a des chats.

11. L’homme qui a un cheval est le voisin de celui qui fume des Dunhill.

12. Celui qui fume des Bluemaster boit de la bière.

13. L’Allemand fume des Prince.

14. Le Norvégien vit juste à côté de la maison bleue.

15. L’homme qui fume des Blend a un voisin qui boit de l’eau.

Question : qui a le poisson rouge?

2 Récurrence

Exercice 10
Pour n ∈N, on considère la propriété suivante :

Pn : 2n > n2.

1. Montrer que l’implication Pn =⇒ Pn+1 est vraie pour n Ê 3.

2. Pour quelles valeurs de n la propriété Pn est vraie ?
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Exercice 11
Montrer que, ∀n ∈N,

[
n Ê 4=⇒ 2n < n!

]
.

Exercice 12
Montrer que tout ensemble de n éléments a 2n sous-ensembles.

Exercice 13
Démontrer que, pour tout n ∈N∗, on a 2n−1 É n!É nn.

Exercice 14
On souhaite démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n et pour tout réel x >−1, on a
(1+ x)n Ê 1+nx.

1. La récurrence porte-t-elle sur n ? Sur x ? Sur les deux?

2. Énoncer l’hypothèse de récurrence.

3. Vérifier que (1+nx)(1+ x)= 1+ (n+1)x+nx2.

4. Rédiger la démonstration.

Exercice 15
Soit (un)n∈N la suite définie par u0 = 2, u1 = 3 et, pour tout n ∈N, un+2 = 3un+1 −2un. Démontrer
que, pour tout n ∈N, un = 1+2n.

Exercice 16
Démontrer que tout entier n ∈ N∗ peut s’écrire de façon unique sous la forme n = 2p(2q+1) où
(p, q) ∈N.
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