Attendu du cours de Fonctions Holomorphes

Université de Rennes - L3 Maths - 2024

Ce document est une tentative d’expliciter plus clairement ce que jattends de vous et
probablement ce qui est attendu de vous en général, pas uniquement pour le cours dHOLO,
en le modulant suivant vos objectifs personnels. Je ne vais probablement pas y arriver et je
ne vais pas y arriver du premier coup. Mais, je vais essayer.

Tout commentaire, remarque de votre part pour m’aider a améliorer ce document est la
bienvenue : ludovic.marquis@univ-rennes.fr.

Je me répéete beaucoup, tout au long de ce document. Je m’en excuse et j’espére que dans
la version "finale" ce sera mieux.

Version préliminaire de December 11, 2024.

Chaque personne qui suit ce cours peut avoir des objectifs et des ambitions différentes, et
plus ou moins de temps a y consacrer. Je coupe arbitrairement en 4 objectifs :

e Objectif 1: Je veux avoir le module pour poursuivre mes études, sans que les fonctions
holomorphes soit au ceceur de mes préoccupations futures.

e Objectif 2 : objectif avoir une note > 13, intégrer le master MF, acquérir les notions
fondamentales de fonctions holomorphes qui seront des pré-requis de certains cours
de mes futures études.

e Objectif 3 : objectif avoir une note > 15, intégrer la prépa agreg de Rennes et étre
solide des le début de la prépa agreg, faire une these. Je précise que le programme
2025 de 'agreg! contient strictement le contenu de ce cours.

e Objectif 4 : objectif avoir une note > 18, faire une these, faire de la recherche académique.

Bien entendu, la note d’holo ne fige rien dans la suite de vos études, qu’elle soit bonne
ou mauvaise. De maniére générale, rien n’est déterminé par les notes de L3. L'appétit a
apprendre des maths est a mon avis plus déterminant que toute capacité a comprendre les
maths. Les maths ne sont faciles pour personne.

METHODOLOGIE

Un cours de maths contient des définitions, des énoncés (théoremes, propositions, lemmes,
remarques, des théoremes culturels), des exemples, des contre-exemples, des exercices et
beaucoup de démonstrations. La difficulté de chacun de ses items est tres variable.

1page 5, item 7.2 pour le programme 2025
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0.1. Connaissance des définitions et des énoncés des théorémes principaux. Les
définitions, les énoncés, les exemples, contre-exemples constituent la base. Ils doivent donc
étre sus quoi quel que soit votre niveau de compréhension du module. Si le par coeur est
nécessaire alors, il faut passer par le par coeur. Mais, en général, avec le temps, la com-
préhension permet de remplacer le par cceur.

Bref, c’est le minimum pour savoir de quoi on parle. Mais comprendre une définition
mathématique n’est pas immédiat : avant de bien la comprendre, il peut falloir la retourner
dans sa téte un grand nombre de fois; voir les résultats qui la font intervenir aide aussi a
bien comprendre sa signification.

Voici une bonne facon de travailler les définitions et énoncés des théoremes :

e pour chaque définition, essayer d’y associer des exemples et des contrexemples. Re-
garder les cas “limite”est parfois instructif.

e pour chaque théoreme, chercher des contrexemples a ’énoncé si on retire une hy-
potheése (méme si c’est pas toujours facile !)

Pour bien comprendre certaines définitions difficiles, il faut les mobiliser au travers d’exercices,
de preuves etc... En fait, il y a souvent un aller-retour : on pense avoir compris une définition,
et un exercice nous fait réaliser qu’on n’avait pas réalisé tel ou tel aspect de la définition, ne
pas hésiter a y revenir a posteriori.

Les définitions ne sont pas toujours évidentes, mais elles sont rarement difficiles a retenir.
Lorsque c’est une notion (p. ex C-dérivabilité, holomorphie, série entiere, etc...) avoir des
bons exemples en téte et un bon contre-exemple aident toujours a retenir une définition.
Parfois, une définition est utile parce quun théoreme dépend de cette définition, par exemple
le rayon de convergence, dans ce cas, c’est le théoréme qui permet de retenir la notion.

Les énoncés sont de difficultés tres variables, les propositions sont les énoncés "faciles",
les théoremes les énoncés "difficiles", les lemmes sont les énoncés intermédiaires qui vont
servir un ou plusieurs théorémes.

Je vais séparer compréhension d'un énoncé de la compréhension de sa démonstration,
méme si ce n’est peut-étre pas une bonne idée. Comprendre un énoncé, signifie par ordre de
difficulté :

(1) comprendre les hypotheses et la conclusion.

(2) savoir l'utiliser sur des exemples simples, voire triviaux.
(3) connaitre les contre-exemples, si on enléve des hypotheses.
(4) savoir quand et comment l'utiliser.

0.2. Les démonstrations. Les démonstrations constituent en général le point délicat d’'un
cours. Il y a plusieurs niveaux de difficultés pour une démonstration et plusieurs niveaux
de compréhension d'une démonstration. Premiere regle : les démonstrations permettent de
comprendre les énoncés, elles ne devraient donc pas étre négligées. Plus vous connaissez de
démonstrations, plus vous maitrisez d’énoncés.

Pour commencer, essayons de les classer par difficulté :

e Les démonstrations faciles : conséquence directe des définitions ou celles qui ne font
que quelques lignes.
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e Les démonstrations moyennes : faciles a suivre ligne a ligne, mais plus longues et ce
n’est pas forcément évident de trouver soi-méme le prochain mouvement.

e Les démonstrations difficiles : longues, utilise beaucoup de résultat précédent, beau-
coup d’étapes ou avec des stratégies.

Essayons de les classer par niveau de compréhension:

(1) la comprendre ligne a ligne sauf une étape.

(2) la comprendre entierement ligne a ligne.

(3) la comprendre ligne a ligne et identifiez des blocs, les étapes, une stratégie. Mais ne
pas réussir a la retenir.

(4) Etre capable de restituer la stratégie sans avoir la démonstration sous les yeux. Mais
avoir du mal a combler les détails de chaque bloc.

(5) Etre capable de restituer la stratégie sans avoir la démonstration sous les yeux et
savoir combler les détails de chaque bloc. Mais rester collé a 'ordre vu en cours.

(6) Tordre la démonstration, en trouvant une autre rédaction, un autre ordre des étapes,
analyser les hypotheses réellement utiliser, identifier quand est utilisée telle hy-
pothese, éventuellement trouver un nouvel énoncé.

0.3. Les exercices. Les exercices constituent le coeur de I'évaluation. Un exercice est la
démonstration d’'un résultat brisé en étape par votre prof.

La connaissance des définitions et des énoncés, ainsi que ’habitude que vous en avez, vous
permettent de sentir quel est ’énoncé du cours qui sera utile pour I’exercice en question.

0.4. Tentative de description des attendus par objectif. Le paragraphe qui suit liste
les attendus de chaque "objectif'. Bien entendu, 'objectif N sous-entend tous les items des
listes Objectifde 1 a N.

e Objectif 1

- Je connais les définitions et les énoncés du cours.

- Je connais les exemples et contre-exemples cités dans le cours et les TD.

- J’ai été actif en TD et refait (pas nécessairement avec succes) tous les exos vu en
TD.

- Je comprends? les preuves faciles (mais je bloque dés qu’elles sont plus com-
plexes), cela ne m’empéche pas de connaitre tous les énoncés et de savoir les
appliquer dans les cas simples.

e Objectif 2

- Je sais refaire les preuves faciles et je comprends?® certaines preuves plus avancées
mais je bloque sur les grosses.

- J’ai cherché des exemples et contre-exemples qui ne sont pas dans le cours.

- Je sais utiliser tous les théoremes du cours sur des exemples simples, voir plus
avanceés.

- J’ai refait correctement tous les exos vu en TD sans regarder la correction.

e Objectif 3

2ligne aligne
3ligne a ligne



- Je ne sais peut-étre pas refaire toutes les preuves, mais je comprends les straté-
gies de toutes les preuves. J’arrive a prendre du recul sur les preuves, c’est-a-dire
a comprendre qu’elles sont les étapes, les sous-objectifs et leur enchainement.

- J’ai trouvé des exemples qui ne sont pas donnés dans le cours.

— J’ai essayé tous les exos des feuilles de TD méme ceux qui n’ont pas été vu en
TD.

- J’ai étudié dans un livre et fait des exos de ce livre.

e Objectif 4

- Je sais refaire toutes les preuves et je comprends leur stratégie. J’en ai tordu
quelques unes.

- J’ai fait tous les exos de toutes les feuilles de TD.

— J’ai un livre que je bosse sérieusement.

Tentative de description chapitre par chapitre, probablement redondant.

1. CHAPITRE 1 : DERIVABILITE COMPLEXE

e Objectif 1
— La notion de fonction C-dérivable et de fonction holomorphe est connu. Les pre-
mieres propriétés de ces notions aussi.
— Les exemples et contre-exemples du cours sont connus.
— J’ai bossé tous les exos vu en TD.
e Objectif 2
— J’ai réfléchi a des nouveaux exemples.
— J’ai refait les preuves pour réviser.
e Objectif 3
— J’ai ouvert un livre et lu le chapitre correspondant.

2. CHAPITRE 2 : SERIES ENTIERES

e Objectif 1
- Je connais les différentes notions de convergence de fonctions.
- J’ai révisé les problemes de convergence de série numérique si j’en ai besoin.
- J’ai compris comment convergeaient les séries entiéres et le role du rayon de
convergence.
- Je connais tous les énoncés qui permettent de calculer un rayon de convergence
donné dans le cours.
— J’ai compris que les séries entiéres fournissaient des fonctions holomorphes.
e Objectif 2
- J’ai des contre-exemples en téte aux différentes notions de convergence.
- Je sais refaire la preuve du lemme d’Abel.
- Je sais utiliser tous les énoncés qui permettent de calculer un rayon de conver-
gence donné dans le cours, sur les exemples du TD.
- Je sais énoncer proprement le théoreme des zéros isolés version série entiere.
e Objectif 3
- Je sais refaire presque toutes les preuves du chapitre.
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- Je sais utiliser tous les énoncés qui permettent de calculer un rayon de conver-
gence donné dans le cours, pour calculer les rayons de convergence de séries
entieres produites par mon imagination.

e Objectif 4
- Je sais refaire toutes les preuves du chapitre.

3. CHAPITRE 3 : EXEMPLES DE FONCTIONS HOLOMORPHES

e Objectif 1
- Je connais la nouvelle définition de la fonction exponentielle, des fonctions trigonométriques.
— Je connais la définition d’'une branche du logarithme et les exemples du cours et
du TD.
- J’ai compris la définition de fonction puissance d’'un nombre complexe. Je suis
tres a ’aise avec la notion de puissance d’un réel positif.
e Objectif 2
- J’ai compris les énoncés sur la fonction exponentielle qui permettent de retrouver
ses propriétés bien connues.
- J’ai compris pourquoi les exemples donnés en cours et TD sont bien des branches
du logarithme.
- J’ai essayé de faire les exos demandés pendant le cours.
e Objectif 3
- J’ai compris les preuves des énoncés sur la fonction exponentielle qui permettent
de retrouver ses propriétés bien connues.
- Je sais refaire les preuves que les exemples donnés de branche du logarithme
sont bien des branches du logarithme.
- J’ai su faire les exos demandés pendant le cours.
e Objectif 4
- Je sais refaire les preuves des énoncés sur la fonction exponentielle qui permet-
tent de retrouver ses propriétés bien connues.
- Je sais refaire les preuves sur les branches du logarithme.
- J’ai lu dans un livre un chapitre sur les branches du logarithme.

4. CHAPITRE 4: BIHOLOMORPHISMES

e Objectif 1:
- Je connais les définitions.
- Je sais calculer I'image d’un disque/demi-plan par une application de Mébius sur
les exemples du cours et du TD sans regarder mes notes.
- Je comprends les exos corrigés en TD ligne a ligne.
e Objectif 2:
— J’ai cherché les exos non corrigés.
- J’arrive a me décoller du ligne a ligne pour les exos du TD.
e Objectif 3:
- J’ai ouvert un livre.



5. CHAPITRE 5: THEORIE DE CAUCHY

e Objectif 1:

— La définition de I'intégrale curviligne.

- Liinégalité max-longueur.

— Je sais refaire en 30 secondes le calcul f aD(O’R)z”dz mais je ne comprends pas
pourquoi le prof insiste autant sur ce calcul.

- Je comprends les dessins de chemin et leurs conséquences sur les intégrales de
fonctions continues. Par exemple, je comprends pourquoi dans la preuve de la
formule de Cauchy, on a, pour toute fonction continue:

RN,

l
- Je connais ’énoncé du théoréeme de Cauchy pour un ouvert étoilé.
- Je connais la formule de Cauchy et je sais 'utiliser.
e Objectif 2:
- Je connais le Lemme de Goursat.
- Je comprends un peu l'enchainement des preuves qui ménent au théoréeme de
Cauchy.
- J’ai bien compris la preuve de la formule de Cauchy.
e Objectif 3:
- Je connais tous les énoncés intermédiaires et je comprends leurs enchainements.
- Je connais la preuve du Lemme de Goursat.
e Objectif 4:
— J’ai écris pour moi une preuve du théoréme de Cauchy Etoilé.

6. CHAPITRE 6: APPLICATION DE LA THEORIE DE CAUCHY

Les 8 énoncés suivants sont les 8 énoncés classiques d’application de la théorie de Cauchy,
inclus dans un premier cours d’analyse complexe. On les appellera les 8 samourais.

(1) Analyticité des fonctions holomorphes.

(2) Principe des zéros isolés - prolongement analytique.
(3) Thm de prolongement de Riemann.

(4) Inégalités de Cauchy.

(5) Thm de convergence de Weierstrass.

(6) Thm de Liouville.

(7) Principe du maximum

(8) Théoreme de 'image ouverte.

e Objectif 1:
- Je connais les 8 samourais par coeur. Je comprends leur utilisation dans les exos
du TD, mais j’ai du mal a anticiper lequel il faut utiliser.
- Je comprends une bonne partie des exos du TD ligne a ligne.
e Objectif 2:
- J’ai compris les preuves de quelques-uns des 8 samourais, mais pas toute.

- Je comprends bien les exos du TD ligne a ligne.
e Objectif 3:



- Je comprends ligne a ligne les preuves de tous les samourais.
— Je sais bien utiliser les samourais pour résoudre tous les exos du TD et jai re-
gardé des exos ailleurs.
e Objectif 4:
- Je sais refaire les preuves de tous les samourais sans note.
— J’ai ouvert un livre et appris de nouvelles conséquences de tous ses énoncés, fais
de nouveau exo.

7. CHAPITRE 7: THEORIE DES RESIDUS

e Objectif 1:

- Je connais la définition des 3 types de singularités.

- Je connais la définition d’un résidu et je sais calculer un résidu dans le cas ou le
pole est simple.

- Je sais calculer une intégrale via un calcul de résidu en suivant les indications
de 'exo.

- J’ai compris que lorsqu’un lacet (orienté en sens direct) entoure une région con-
vexe, les points dans le convexe sont d’indice 1, les points a I'extérieur sont
d’indice 0, apres je suis perdu quand on me parle d’indice.

e Objectif 2:

— J’ai compris la preuve de classification des types de singularité. Mais je ne saurai
probablement pas la faire seule.

— J’ai compris la logique derriere le calcul d’'une intégrale via le théoréme des
résidus.

- Je connais la définition de l'indice, mais c’est compliqué.

e Objectif 3:

- Je trouve que calculer une intégrale via la méthode des résidus, c’est facile. C’est
juste choisir le bon contour, calculer les résidus a l'intérieur et faire tendre un
truc vers oo ou vers zéro, et vérifier que ca se passe bien via l'inégalité max-
longueur.

- J’ai bien travaillé le calcul de l'indice sur des exemples que j’ai dessinés moi-
méme.

- J’ai essayé des exos de la partie pour aller plus loin.

e Objectif 4:

- J’adore I'indice, c’est génial ce que I'on peut faire avec ce truc, en particulier, j’ai
appris le théoreme de Rouché.

- J’ai fait tous les exos de la partie pour aller plus loin (pour réviser !).

- J’ai ouvert un livre.
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