Licence 3 — Mathématiques 20262027
Fonctions holomorphes (HOLO)

UNIVERSITE DE% FEUILLE DE TD N°404 %
RENNES

INTERMEDE - EQUATIONS DE
CAUCHY-RIEMANN

Le contenu de ce TD ne sera abordé qu’a la fin du cours et ne sera pas au programme...
Mais rien ne nous empéche d’y jeter un coup d’ceil.

Soient % c C u ouvert et Q c R? associé. Soit f : % — C. On définit 'application réelle associée a f,
g% — R? par g(x,y) = f(x +1iy). On notera u,v : Q — R, les coordonnées de g i.e

u(x,y)=Re(f(x+iy), v(x,y)=Im(f(x+1iy)).

Exercice 1 Application C-linéaire
Soit A € Mcos(R). On note T : C — C 'application définit par

Tx+iy)=ax+by+ilcx+dy), A= (g Z)

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que T soit C-linéaire.

Exercice 2 Equations de Cauchy-Riemann
Soit zg = xg +iyoe%.
1. Montrer I’équivalence entre les propositions suivantes

(i) f est C-dérivable en z
(ii) g est différentiable en (xg,yo) et dg(xg,yo) est C-linéaire.
(iii) g est différentiable en (xg,yo) et vérifie les équations de Cauchy-Riemann

ou ov
a(xo,yo) = @(xo,yo)

ou ov
a(xo,yo) = —a(xo,yo)

2. On note 0, = %(ax —i0y) et 0; = %(dx +10,). Exprimer la dérivée f'(z¢) et les équations de
Cauchy-Riemann, en fonction de 9, et 0s.

3. Illustrer sur I'exemple f:z€C — 23,

4. Donner un exemple d’application g : R? — R? différentiable en tout point mais ne vérifiant en
aucun point les équations de Cauchy-Riemann.

Exercice 3 Exemple

Soient [ :x +iy € C— x3y? +ix2y3 et g : R2 — R? application réelle associée.
1. En quels points g est-elle différentiable ?
2. En quels points g vérifie-t-elle les équations de Cauchy-Riemann ?

3. En quels points f est-elle C-différentiable ?

4. En quels points f est-elle holomorphe? 1



Exercice 4 Contraintes

1. Que dire d’'une fonction holomorphe sur % ne prenant que des valeurs réelles?
2. Que dire d’'une fonction holomorphe sur % dont la partie réelle est constante ?

3. Que dire d’'une fonction holomorphe sur % dont la conjuguée est holomorphe ?

4. Que dire d’'une fonction holomorphe sur %, dont les valeurs ont module 1?

Exercice 5 Coordonnées polaires

Exprimer les équations de Cauchy-Riemann en coordonnées polaires.

Exercice 6

Monter quune fonction polynémiale z — P(z,Z2) est holomorphe si et seulement si elle ne contient
aucun monodme en Z.

Exercice 7 Harmonicité

On suppose que [ est C-dérivable sur % et que u et v sont deux fois différentiables sur Q2. Montrer
que u et v sont harmonique i.e Au = Av = 0. Exprimer Au en fonction de 0, et 0.

Exercice 8

1. Déterminer si possible une fonction holomorphe sur C de partie réelle u(x,y) = x2 — y2.
2. Démontrer, sans calcul de dérivées, que la fonction % : (x, y) € R — 2uv est harmonique.

3. Déterminer si possible une fonction holomorphe sur C de partie réelle u(x,y) = x2 + y2.

Exercice 9

Déterminer, si elles existent, toutes les fonctions holomorphe sur C dont la partie réelle est u(x,y) =
e Y sin(x) — e” cos(x).

Exercice 10 <7 Polyndomes harmoniques

Soit u € R[x, y] un polynéme harmonique. On définit la fonction p : C — C par
z z
p(z)=2u (5, Z) —u(0,0).
On note u =Y up ou les uy sont homogenes de degré k.

1. Montrer que les uj; sont harmoniques.

2. Soit £ = 1, on pose (a)o<;<k € Ck+1 tels que
urp(x,y) = Zajzjék_j.

Montrer que a; =0,V1<j<k-1letag=ay.

3. En déduire que Re(p(x +1iy)) = u(x,y).



