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On notera H le demi-plan H={z € C, Im(z) > 0}. Si f est une fonction méromorphe sur un ouvert
% de C, on notera Z(f) 'ensemble de ses poles.

1 Singularités isolées

Exercice 1 (Exemples de singularités isolées)

Décrire le type singularité (effacable, pdle ou essentielle) des applications suivantes

1
f@)=——, gl2)=

sin2(z) e? —

et h(z)=sin (1/2).

Si on trouve un pdle, on donnera son ordre.

Exercice 2 (Annales 2023)

Soit f,g : C — C deux fonctions entiéres telles que la fonction g est non-nulle. On suppose que :
vzeC, |fI<Ig)l.

On pose h = f/g.
1. Justifier que A est une fonction méromorphe sur C.
2. Montrer que les singularités de & sont effagables.

3. En déduire qu’il existe a € C tel que :

VzeC, f(2)=ag(z).

2 Indice d’un point par rapport a une courbe

Exercice 3

Sur la figure 1, sont tracés 4 lacets y; : [0,1]1 — C*. Le théoréme de relévement de ’angle affirme,
pour tout £, il existe une unique application 6} :[0,1] — R tel que 6(0)=0 et :

V(@) = [y (@) %

Calculer I'indice de 0 par rapport aux 4 lacets dessinés, en calculant les valeurs de 8, aux points
suggérés par les dessins. Pour le dernier lacet, on placera soi-méme les points.

Exercice 4

Soit ¥ un lacet tracé dans le disque D(1,1). Montrer proprement que Ind(y,0) = 0.
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FIGURE 1 — 4 lacets



3 Résidus

Exercice 5 (Calcul de résidus)

1. Calculer les résidus en tous les poles de

sin(z)
@)= 22-1
2. Calculer les résidus en tous les poles de
2
z
8@)= z4+1

3. Soit P un polynéme a racines simples et 2 une fonction holomorphe sur un ouvert % . Calculer

les résidus de % en tous ses pdles, ou
b= 12
- P(z)

Exercice 6 (Calcul de résidus)

cos(mz
1. L'application cot(7z) := #

in(7z)

2. Calculer les résidus en tous les poles de

est-elle méromorphe? Si oui, déterminer ses résidus.

4 Calcul d’intégrale a ’aide du théoréme des résidus

Exercice 7 (Calcul d’'intégrales trigonométriques)

1. Soit ¢ un nombre complexe de module différent de 1. Montrer que

. f2” do f dz
i _ = —_.
o 1-2acosf+a? Jop,1) (z—a)l-az)

1
2. Déterminer les résidus des poles de —————— contenus dans le disque unité ouvert.
(z—a)1l-az)

2m do
3. En déduire la valeur de f _
o 1-2acosf+a?

Exercice 8 &

(On I'a déja fait, le refaire avec le théoréeme des résidus!!!)
Soit I'r le contour défini par le segment [-R,R] et le demi-cercle situé dans le demi-plan supérieur
de diametre le segment [-R,R], avec R > 1.

elz

1. Calculer I'g =f 2dz.
g 1+2z
+00
2. En déduire[ cosx dx = E.
oo 1+x2 e




FIGURE 2 — Le contour I'g pour les exos 8 et 9.

Exercice 9 (Calcul d’intégrales rationnelles)
2

On considere la fonction méromorphe f(z) = 1 sur C. On note Z22(f) ’ensemble des poles de f.

+ 24

1. Montrer que zf(z) a une limite quand z tend vers oo.
+00 x2

2. Montrer que f dx converge.

—00

+xt
3. Déterminer les pdles de f contenus dans le demi-plan H et leurs résidus.

4. En intégrant sur le chemin fermé I'p défini par la figure 2, montrer que

R
f f(x)dx +f f(2)dz=2in Z Res(c, f).
-R A(D(0,R)nNH) ceHN2(f)

5. Montrer que

+00 .’XZ2 T
f dx=—.
o 1+ V2

Exercice 10 (Somme de résidus)

Soit f = P/@ une fonction rationnelle, quotient d'un polynéme P par un polynéme @. On suppose
que deg(P) + 2 < deg(®). Montrer que

Z Res(w,f)=0.

weC

Exercice 11
Soit f une fonction méromorphe sur un ouvert %.
1. Soit zg € %. Calculer le résidu de f/f en zg, en fonction de 'ordre de f en zg.

Soit y un lacet simple tracé dans %. On note Z; ), le nombre de racines de f, comptés avec
multiplicité, incluses dans l'intérieur de y. On note Py, le nombre de péles de f, comptés avec
multiplicité, inclus dans l'intérieur de y.
2. Montrer que :
1
2mi

f/
—=Zr,—P
fy f fsy fyy



5 Pour aller plus loin

Exercice 12 (Annales 2024)
iz

e
Soit =
oit f(2) 1.1

. On veut calculer I'intégrale suivante :

I f too cos(x)

. 1+x4

On pose w = eF. On se donne R > 1 et on introduit 2 chemins )/}'% et )/}"%”, paramétrés par :
— rp®=t, te[-R,RI.
— YR@®=Re,  tel0,n].

On note I'g la concaténation des chemins y% et y%, voir la figure 2.
1. Justifier que f est méromorphe sur C, donner ses poles, les placer sur le dessin.

2. Calculer les résidus de f en ses péles inclus dans H = {z € C|Im(z) > 0}.

3. Justifier I'intégrabilité de x — cos(x)
1+x?

sur R et montrer que f(z2)dz —— 1.
}’% R—+o00
4. Montrer que f (z)dz —0.
YR —+oo
5. Calculer pour tout R > 1, la valeur de f f(z)dz.
I'r

6. En déduire la valeur de I en fonction de w = '™,

Exercice 13 3 (Contraintes)
Soit f une fonction entiere telle que f(z) — oo lorsque z — co. On va montrer que f est un polynéme.
Soit g définie par g(z) = f(¥z).
1. Montrer que 0 est un pdle de g.
2. En déduire 'existence d’'un entier N tel que :

1@

— 0.
ZN Z2—00

3. Conclure en utilisant un exo de la feuille précédente.

Exercice 14

Soit f une fonction méromorphe sur C avec un nombre fini de podles telle que f(z) — oo lorsque z — oo.
On va montrer que f est une fraction rationnelle.

1. Chercher un poélynome P tel que P(z)f(z) est une fonction entiére.

2. Conclure.




Exercice 15 %

Le but de I'exercice est de montrer que les bijections holomorphes du plan complexe C sur lui-méme
sont les fonctions du type z — az + b, ou a et b sont deux nombres complexes et a # 0. Pour la suite,
on fixe f une bijection holomorphe de C sur C, et on pose : g(z) = f(¥z).

1. Montrer que 0 est un pdle de g.
2. En déduire que f est un polynéme.

3. Conclure.

Exercice 16 (Fonctions rationnelles)

Soit f une application méromorphe sur C. On suppose qu’il existe n e N et r > 0 tels que :
Yz e C\(2(f)ub(0,r), |f()<|z".

1. Montrer que Z(f) c D(0,r).
2. En déduire que f a un nombre fini de poles.

3. Montrer que f est une application rationnelle.

FIGURE 3 — Figure de I’exercice 17, pour n = 8.



Exercice 17 (Annales 2023)
Soitn=2et f(z)=

On veut calculer I'intégrale suivante :

I::f+<>O dx .
0 1+x”

On pose w = e’ . On se donne R > 1 et on introduit 3 chemins yE ,y}; et )f}; présentés sur la figure 5.
On peut les paramétrer par :

— YR =¢, telO,Rl.
— YR =Re",  te[0,27n].
— YRt =w*R-1t), telO,RL
On note I'® 1a concaténation des chemins yll'z,yg et y? .

. Justifier que f est méromorphe, donner ses poles, les placer sur le dessin.

1+2zn°

[

. Justifier intégrabilité de x — (1 +x")~! sur R, et montrer que R f(z)dz P 1.
Y —+00

3. Trouver la limite de fy§ f(z)dz quand R — +o0.

=

—+00

. Montrer que fR f(z)dz — 0.
Yo

5. Calculer pour tout R > 1, la valeur de fR f(2)dz.
r
7

6. En déduire que I = .
nsin (%)



Exercice 18 (Annales 2023)

Soit % un ouvert de C. Soit f,g deux fonctions holomorphes non-constantes sur %.

0.
1.

2.

Faire des dessins, tout au long de ’exercice.

Justifier que la fonction fT/ est méromorphe sur %.

* Déterminer les poles de f?,’ montrer qu’ils sont simples et calculer les résidus de fT/ en ses
poles.

Soit D(a,R) un disque fermé inclus dans %. On note y un lacet qui parcourt le cercle dD(a,R)
dans le sens trigonométrique. On suppose que [ n’admet pas de zéro sur 0D(a, R).

. Montrer que 'ensemble des zéros de f inclus dans D(a, R) est fini.

On note z1,...,2, les zéros de f inclus dans D(a,R) et on note m1,...,m, leurs multiplicités
(aussi appelés leurs ordres).

. Montrer que :

1 f/(z) 3 n '
_fy f(z)dz—Zm,

271 A

. On pose h = é. Apres, avoir vérifié la méromorphie de &, montrer que :

W_r._ g

Rof g

. Soit B un lacet tracé dans D(1,1). Montrer que :

1 (d
nd(5,0) = — | £ =0
2ni Jp 2

On suppose que :
Vz € Image(y), If(2)-g2)| < |g(2)I.

On note wi,...,wy, les zéros de g dans D(a,R) et on note y1,..., 1 leurs multiplicités.

. ** Montrer que :

n k
2 mi= ) W
j=1

i=1

. ** Ecrire une nouvelle preuve du Théoréme de d’Alembert-Gauss.



https://marquis.pages.math.cnrs.fr/ludo-marquis/enseign/2025-26/Holo_2025/Holo_2025.html

	Singularités isolées
	Indice d'un point par rapport à une courbe
	Résidus
	Calcul d'intégrale à l'aide du théorème des résidus
	Pour aller plus loin

