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FONCTIONS HOLOMORPHES :
THEORIE DE CAUCHY

1 Intégrales sur les chemins du plan complexe

1.

1.

1.

2.

Exercice 1 (Premiers calculs)

On considere le bord 9 du triangle de sommet : z =0,z =1, et z = i, orienté dans le sens direct.
Calculer les intégrales [,-Re(z)dz et [4ze?dz.

Soit 6r le cercle centré en l'origine et de rayon R, orienté dans le sens direct. Pour tout entier
relatif n € Z, calculer les intégrales [ z"dz et [ z"dz.

6r bR
f dz
y22+1

fe—dz
YZ

Montrer

<Z, lorsque y(t) =2¢", 0<t<Z.

Montrer < e, lorsque y(¢) = et 0<t<u.

Exercice 2 (Annales 2023)

Tracer rapidement la parabole d’équation y = x? pour x € [-2,2].

On note y le chemin qui parcourt la parabole d’équation y = x2 entre le point (1,1) d’affixe 1+
et le point (2,4) d’affixe 2 + 4.

Donner un paramétrage t — y(t) de .
Calculer l'intégrale :
zZdz

—

Exercice 3 (Annales 2023)

Montrer que :

VzeC, |sin(z) <e™®!

‘f s1n(z) _ 3me’
aD(03)22+1 T4

Montrer que :




Exercice 4 (Intégrale elliptique)

Soient deux réels strictement positifs a et b, on pose y = acos(?) + ibsin(¢) pour ¢ € [0,2r]. Calculer

N dz o 2m dt
I'intégrale | — et en déduire : ——.
y 2 0 a?cos?(¢)+ b2sin®(t)

Exercice 5 A (Calcul d’'une intégrale classique)

On parametre le cercle C, de centre 0 et de rayon r > 0 du plan complexe, orienté dans le sens
trigonométrique en définissant pour ¢ € R, {(¢) comme le point d’intersection de la droite d’équation
y =t(x+r) avec le cercle C, différent de —r.

1. Faire un dessin et montrer que ¢(¢) =r i:i

2. Vérifier que ¢ est dérivable sur R et calculer %

dz ,f+°° dt
— =21 o
c, 2 oo 14122

+00 dt
[ i
oo 1+12

3. En déduire que

4. En déduire que

Exercice 6
Soit (un)pez € C%. La série ¥ ,c7 un2™ une série de Laurent de terme général (u,),c7. La somme en
z d’'une série de Laurent est la somme de la série numérique Y ,,c7 u,2", en un z ou celle-ci converge.

On note :
R, :R(Z unz™) R_ :R(Z unz ")

n=0 n<0
On suppose que R71<R, etondéfinit C={zeC|R- < |z|<R,}).
1. Soit R_! <r <R.. Montrer que :

1
— Seo(O)dl =u_1. (%)
2711 Jop(o,r)
2. En déduire que :
1 Seo()
— ——d{=u,.
271 faum(o,r) (n+l ¢=u )

3. Soit f développable en série entiere au voisinage de 0. Montrer a ’aide de (%) que :

£
f(o)_27ri fan(o,r) ' ¢

4. En déduire que pour tout disque D(z¢,r) inclus dans le disque de convergence de [ et tel que
0eD(zg,r),on a:

1 ()
0)=— 2
f() 2mi L[D(zo,r) ¢ ¢

Autrement dit, pour les séries entiéres, la formule de Cauchy se démontre plus facilement que
pour les fonctions holomorphes.



2 Des ouverts étoilés ou non?

DAl

3.

Exercice 7
Dessiner les ouverts suivants et déterminer proprement lesquels sont étoilés :

1.

C\{z0} (20 € O);

{zeC; |1z|<R} (R >0);

{zeC; r<|z|<R}(0<r<R);
C\D, ou D est une droite;

C\D, ou D est une demi-droite.

Exercice 8 A (Existence de primitive)

Soit Q:=C~[0,1]et f:Q—C, z— ;573
1.
2.

Q est-il un ouvert étoilé?

La fonction F : z — Log(l - %) est-elle bien définie et continue sur Q7?

Montrer que pour tout lacet y tracé dans Q, f f(d¢=0.
Y

3 Théorie de Cauchy

1.

Exercice 9
Le but de I'exercice est de calculer, pour ¢ € R, I'intégrale suivante :

2
fe et d
R

Pour cela, on pose f(z) = e~ et on rappelle que fRe_xz = /7. Pour R > 0, soit I'g le rectangle dont
les sommets sont —R, R, R +it/2 et —R + it/2.

Que VautfF f(OdL?
R

R+it/2 —R+it/2
2. Démontrer que f f()d{— 0 et que f f()d{ — 0 lorsque R — +oo.
R -R

+o0+1t/2

3. En déduire la valeur de f fdce.

—oco+1t/2

4. En déduire la valeur de l'intégrale f e eIty (qui est la transformée de Fourier de la
R

fonction Gaussienne).



Exercice 10 A (Calcul d’intégrales a 'aide d'un chemin fermé)

z

Soit @ un nombre réel tel que |a| < 1. On considere la fonction f :C—C, z— e~ ® et pour tout réel

strictement positif r, les chemins suivants dans le plan complexe

r(1+at)
vs/
1ye
0 Y1— r
+00 9 \/ﬁ
1. Calculer lim f f(2)dz. On pourra utiliser librement que : f e Udt="—.
r—+o0o Y1 0 2
1
2. Montrer que, pour tout r >0, f(2)dz| < —.
Y2 r
3. En déduire .
f ooe—(1+ai)2t2dt: ﬁ 1‘ )
0 2 1+ia
+00 +00
4. En déduire les valeurs des intégrales f cos(t?)d¢ et f sin(#2)dt.
0 0

Exercice 11 (Calcul d'intégrales a I'aide de thm/formule Cauchy)

Calculer

e’ e’ e’
—dz |, f dz et f —dz.
fam(o,z) (z —38)? op©0,2) (z+1) aD(0,2) (z + 1)(z — 3)2

Exercice 12

Soit f : % — C une fonction continue qui vérifie la formule de la moyenne. Soit z € % et p > 0 tel que
D(z,p) €% . Montrer que :
£ (I < If lop(z,p)-

On dit que f vérifie la formule du maximum.



Exercice 13 A5

Soit ¢ € C et r > 0. On va montrer, sans calcul, a 'aide des Théorémes de Cauchy que pour zg € C,

f 1 {2m‘ 20 € D(c,7),
dz =
0

D(c,r) 2 — 20 0 20 ¢ ﬁ(c,r),

1. Le cas zg ¢ D(c, r) est le cas facile, le faire!
2. Supposons que zg € D(c,r). Deux solutions (au moins) :

a. Montrer que pour tout R grand :

1 1
f dz :f dz.
aD(e,r) 2 — 20 oD(zo,R) 2 — 20

b. Trouver un ouvert étoilé % de C, une suite de chemins (y,), tracés dans % telle que :

1 1 1
f dz — dz et f dz — 2mi.
Y Y

n €20 n—oo oD(c,r) 2 — 20 n TR0 n—oo

Exercice 14 5¢ (Calcul d’'une intégrale)

Soit I'r le contour défini par la concaténation du segment [-R,R] et du demi-cercle yr situé dans le
demi-plan supérieur de diamétre le segment [-R,R], avec R > 1 et I le cercle centré i de rayon 2.

On note : , .
elZ elZ
IR:f 5dz et I':f sdz
rgl+z rl+z

1. Montrer que Iz =1'.
2. Calculer I'.

3. En déduire f

oo 1+x2

10 cosx b8
e

dx =



4 Connexité

Exercice 15 A3ryr (Connexité)

Le but de cet exercice est de montrer qu'un 2 ouvert de C est connexe si et seulement s’il est connexe
par segments.

1. Soit Q un ouvert connexe par arcs, c’est a dire tel que pour tout couple (a, b) de points de €2, il
existe un arc (chemin continue) qui joint a et b.

Soit 07 et Oy deux ouverts disjoints tels que Q = @7 UOs. Soit a un point de G7, b un point de
Os2 et y un arc tracé dans (Q, joignant a a b. En considérant :

4
Us

{t€[0,1]|y(ta +(1-1¢)b) € 01}
{te[0,1] |y(ta +(1—-1t)b) € O}

montrer que %1 =<3 ou % = <.

2. On suppose a présent que Q est un ouvert connexe. On fixe un point o de 2. On considere
U :={z € Q tel qu’il existe une concaténation de segments tracés dans (2 qui joint o a z}.

Montrer que % et Q2 ~% sont ouverts, puis que () est connexe par segments.

3. Résumer l'exercice.

Exercice 16 <3¢ (Annales 2023)

1. Soit Q < C un ouvert étoilé et f : Q — C holomorphe et qui ne s’annule pas. Montrer qu’il existe
F : Q) — C holomorphe tel que :
VzeQ, @ = £(2).

Sia # b € C, on note (ab) le droite passant par a et b.
n
2. Soitaq, -,a,€C* et % =C~ U Dy, ou Dy, est la composante connexe de (Oap)~{ar} qui ne

k=1
contient pas 0. Montrer qu’il existe g : 2 — C holomorphe telle que :

Vze¥u, gX2)=(z-a1)-(z—ay).



Exercice 17 (Annales 2024)

Soit a un nombre réel tel que a > 1, on note :

I_fZﬂ dt
“Jo a+sin@®)’

On introduit, la fonction f donnée par :

2

f(2)= 22+ 2iaz—-1

1. On note p et ¢ les racines du polynéme 22 + 2iaz — 1. Les calculer trés proprement.

f £
oD(0,1)

2. Calculer l'intégrale suivante :

2n

a2—1

3. En déduire que I =

Exercice 18 (Annales 2024)
Soit P(z) =2z% +a4-12%" 1 +---+ a1z + ag un polynéme a coefficients complexes, avec d = 1.

On consideére la fonction méromorphe g donnée par :

P'(z) d

P(z) =z

g(z)=

[y

. Montrer que z2g(z) — —ag4_1.
Z—00

2. A l'aide de I'inégalité max-longueur, montrer que :

Ip ::f g(z)dz 0.
oD(0,R) R—+o0

3. En déduire que :

J f P'(2)
R = z

ap©,R) P(z)  R—+oo
4. Supposons que P ne s’annule pas sur C. Montrer que, pour tout R >0 :

P'(2)
J :f dz=0.
R on(o,r) P(2)

2mid.

5. Conclure.
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