
Licence 3 — Mathématiques 2025–2026

Fonctions holomorphes (HOLO)

FEUILLE DE TD N◦5
FONCTIONS HOLOMORPHES :

THÉORIE DE CAUCHY

1 Intégrales sur les chemins du plan complexe

Exercice 1 (Premiers calculs)

1. On considère le bord T du triangle de sommet : z = 0, z = 1, et z = i, orienté dans le sens direct.
Calculer les intégrales

∫
T Re(z)dz et

∫
T zezdz.

2. Soit CR le cercle centré en l’origine et de rayon R, orienté dans le sens direct. Pour tout entier
relatif n ∈Z, calculer les intégrales

∫
CR

zndz et
∫

CR

zndz.

3. Montrer
∣∣∣∣∫
γ

dz
z2 +1

∣∣∣∣É π
3 , lorsque γ(t)= 2eit, 0É t É π

2 .

4. Montrer
∣∣∣∣∫
γ

ez

z
dz

∣∣∣∣Éπe, lorsque γ(t)= eit, 0É t Éπ.

Exercice 2 (Annales 2023)

1. Tracer rapidement la parabole d’équation y= x2 pour x ∈ [−2,2].

On note γ le chemin qui parcourt la parabole d’équation y= x2 entre le point (1,1) d’affixe 1+ i
et le point (2,4) d’affixe 2+4i.

2. Donner un paramétrage t 7→ γ(t) de γ.

3. Calculer l’intégrale : ∫
γ

z̄dz

Exercice 3 (Annales 2023)

1. Montrer que :
∀z ∈C, |sin(z)| É e|Im(z)|.

2. Montrer que : ∣∣∣∫
∂D(0,3)

sin(z)
z2 +1

dz
∣∣∣É 3πe3

4
.
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Exercice 4 (Intégrale elliptique)

Soient deux réels strictement positifs a et b, on pose γ= acos(t)+ ibsin(t) pour t ∈ [0,2π]. Calculer

l’intégrale
∫
γ

dz
z

et en déduire :
∫ 2π

0

dt
a2 cos2(t)+b2 sin2(t)

.

Exercice 5 Ñ (Calcul d’une intégrale classique)

On paramètre le cercle Cr de centre 0 et de rayon r > 0 du plan complexe, orienté dans le sens
trigonométrique en définissant pour t ∈R, ξ(t) comme le point d’intersection de la droite d’équation
y= t(x+ r) avec le cercle Cr différent de −r.

1. Faire un dessin et montrer que ξ(t)= r 1+it
1−it .

2. Vérifier que ξ est dérivable sur R et calculer ξ′(t)
ξ(t) .

3. En déduire que ∫
Cr

dz
z

= 2i
∫ +∞

−∞
dt

1+ t2 .

4. En déduire que ∫ +∞

−∞
dt

1+ t2 =π.

Exercice 6
Soit (un)n∈Z ∈CZ. La série

∑
n∈Zunzn une série de Laurent de terme général (un)n∈Z. La somme en

z d’une série de Laurent est la somme de la série numérique
∑

n∈Zunzn, en un z où celle-ci converge.
On note :

R+ = R(
∑
nÊ0

unzn) R− = R(
∑
nÉ0

unz−n)

On suppose que R−1− < R+ et on définit C = { z ∈C |R−1− < |z| < R+}.

1. Soit R−1− < r < R+. Montrer que :

1
2πi

∫
∂D(0,r)

S∞(ζ)dζ= u−1. (⋆)

2. En déduire que :
1

2πi

∫
∂D(0,r)

S∞(ζ)
ζn+1 dζ= un. (+)

3. Soit f développable en série entière au voisinage de 0. Montrer à l’aide de (⋆) que :

f (0)= 1
2πi

∫
∂D(0,r)

f (ζ)
ζ

dζ

4. En déduire que pour tout disque D(z0, r) inclus dans le disque de convergence de f et tel que
0 ∈D(z0, r), on a :

f (0)= 1
2πi

∫
∂D(z0,r)

f (ζ)
ζ

dζ

Autrement dit, pour les séries entières, la formule de Cauchy se démontre plus facilement que
pour les fonctions holomorphes.
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2 Des ouverts étoilés ou non?

Exercice 7
Dessiner les ouverts suivants et déterminer proprement lesquels sont étoilés :

1. C\{z0} (z0 ∈C) ;

2. {z ∈C; |z| < R} (R > 0) ;

3. {z ∈C; r < |z| < R} (0< r < R) ;

4. C\D, où D est une droite ;

5. C\D, où D est une demi-droite.

Exercice 8 Ñ (Existence de primitive)

Soit Ω :=Cà [0,1] et f :Ω→C, z 7→ 1
z(z−1) .

1. Ω est-il un ouvert étoilé ?

2. La fonction F : z 7→Log
(
1− 1

z

)
est-elle bien définie et continue sur Ω ?

3. Montrer que pour tout lacet γ tracé dans Ω,
∫
γ

f (ζ)dζ= 0.

3 Théorie de Cauchy

Exercice 9
Le but de l’exercice est de calculer, pour t ∈R, l’intégrale suivante :∫

R
e−x2

e−itxdx.

Pour cela, on pose f (z)= e−z2
et on rappelle que

∫
R e−x2 =p

π. Pour R > 0, soit ΓR le rectangle dont
les sommets sont −R, R, R+ it/2 et −R+ it/2.

1. Que vaut
∫
ΓR

f (ζ)dζ ?

2. Démontrer que
∫ R+it/2

R
f (ζ)dζ→ 0 et que

∫ −R+it/2

−R
f (ζ)dζ→ 0 lorsque R →+∞.

3. En déduire la valeur de
∫ +∞+it/2

−∞+it/2
f (ζ)dζ.

4. En déduire la valeur de l’intégrale
∫
R

e−x2
e−itxdx (qui est la transformée de Fourier de la

fonction Gaussienne).
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Exercice 10 Ñ✩ (Calcul d’intégrales à l’aide d’un chemin fermé)

Soit a un nombre réel tel que |a| É 1. On considère la fonction f :C→C, z 7→ e−z2
et pour tout réel

strictement positif r, les chemins suivants dans le plan complexe

�
�
�
�
�
�
�

�
�

�
��

γ1 →

↑ γ2

γ3 ↗

0 r

r(1+ai)

1. Calculer lim
r→+∞

∫
γ1

f (z)dz. On pourra utiliser librement que :
∫ +∞

0
e−t2

dt =
p
π

2
.

2. Montrer que, pour tout r > 0,
∣∣∣∣∫
γ2

f (z)dz
∣∣∣∣É 1

r
.

3. En déduire ∫ +∞

0
e−(1+ai)2t2

dt =
p
π

2
1

1+ ia
.

4. En déduire les valeurs des intégrales
∫ +∞

0
cos(t2)dt et

∫ +∞

0
sin(t2)dt.

Exercice 11 (Calcul d’intégrales à l’aide de thm/formule Cauchy)

Calculer ∫
∂D(0,2)

ez

(z−3)2 dz ,
∫
∂D(0,2)

ez

(z+1)
dz et

∫
∂D(0,2)

ez

(z+1)(z−3)2 dz.

Exercice 12
Soit f : U →C une fonction continue qui vérifie la formule de la moyenne. Soit z ∈U et ρ > 0 tel que
D(z,ρ)⊂U . Montrer que :

| f (z)| É ∥ f ∥∂D(z,ρ).

On dit que f vérifie la formule du maximum.
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Exercice 13 Ñ✩

Soit c ∈C et r > 0. On va montrer, sans calcul, à l’aide des Théorèmes de Cauchy que pour z0 ∈C,∫
∂D(c,r)

1
z− z0

dz =
{

2πi z0 ∈D(c, r),
0 z0 ∉D(c, r).

1. Le cas z0 ∉D(c, r) est le cas facile, le faire !

2. Supposons que z0 ∈D(c, r). Deux solutions (au moins) :

a. Montrer que pour tout R grand :∫
∂D(c,r)

1
z− z0

dz =
∫
∂D(z0,R)

1
z− z0

dz.

b. Trouver un ouvert étoilé U de C, une suite de chemins (γn)n tracés dans U telle que :∫
γn

1
z− z0

dz −→
n→∞

∫
∂D(c,r)

1
z− z0

dz et
∫
γn

1
z− z0

dz −→
n→∞ 2πi.

Exercice 14 ✩ (Calcul d’une intégrale)

Soit ΓR le contour défini par la concaténation du segment [−R,R] et du demi-cercle γR situé dans le
demi-plan supérieur de diamètre le segment [−R,R], avec R > 1 et Γ′ le cercle centré i de rayon 1/2.
On note :

IR =
∫
ΓR

eiz

1+ z2 dz et I ′ =
∫
Γ′

eiz

1+ z2 dz

1. Montrer que IR = I ′.
2. Calculer I ′.

3. En déduire
∫ +∞

−∞
cos x
1+ x2 dx = π

e
.
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4 Connexité

Exercice 15 Ñ✩✩ (Connexité)
Le but de cet exercice est de montrer qu’un Ω ouvert de C est connexe si et seulement s’il est connexe
par segments.

1. Soit Ω un ouvert connexe par arcs, c’est à dire tel que pour tout couple (a,b) de points de Ω, il
existe un arc (chemin continue) qui joint a et b.

Soit O1 et O2 deux ouverts disjoints tels que Ω=O1∪O2. Soit a un point de O1, b un point de
O2 et γ un arc tracé dans Ω, joignant a à b. En considérant :

U1 := {t ∈ [0,1] |γ(ta+ (1− t)b) ∈O1}
U2 := {t ∈ [0,1] |γ(ta+ (1− t)b) ∈O2}

montrer que U1 =∅ ou U2 =∅.

2. On suppose à présent que Ω est un ouvert connexe. On fixe un point o de Ω. On considère

U := {z ∈Ω tel qu’il existe une concaténation de segments tracés dans Ω qui joint o à z}.

Montrer que U et ΩàU sont ouverts, puis que Ω est connexe par segments.

3. Résumer l’exercice.

Exercice 16 ✩✩ (Annales 2023)

1. Soit Ω⊂C un ouvert étoilé et f :Ω→C holomorphe et qui ne s’annule pas. Montrer qu’il existe
F :Ω→C holomorphe tel que :

∀z ∈Ω, eF(z) = f (z).

Si a ̸= b ∈C, on note (ab) le droite passant par a et b.

2. Soit a1, · · · ,an ∈C∗ et U =Cà
n⋃

k=1
Dk, où Dk est la composante connexe de (0ak)à {ak} qui ne

contient pas 0. Montrer qu’il existe g : U →C holomorphe telle que :

∀z ∈U , g2(z)= (z−a1) · · · (z−an).
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Exercice 17 (Annales 2024)
Soit a un nombre réel tel que a > 1, on note :

I =
∫ 2π

0

dt
a+sin(t)

.

On introduit, la fonction f donnée par :

f (z)= 2
z2 +2iaz−1

.

1. On note p et q les racines du polynôme z2 +2iaz−1. Les calculer très proprement.

2. Calculer l’intégrale suivante : ∫
∂D(0,1)

f (ζ)dζ.

3. En déduire que I = 2πp
a2 −1

.

Exercice 18 (Annales 2024)
Soit P(z)= zd +ad−1zd−1 +·· ·+a1z+a0 un polynôme à coefficients complexes, avec d Ê 1.

On considère la fonction méromorphe g donnée par :

g(z)= P ′(z)
P(z)

− d
z

.

1. Montrer que z2 g(z)−−−→
z→∞ −ad−1.

2. À l’aide de l’inégalité max-longueur, montrer que :

IR :=
∫
∂D(0,R)

g(z)dz −−−−−→
R→+∞

0.

3. En déduire que :

JR :=
∫
∂D(0,R)

P ′(z)
P(z)

dz −−−−−→
R→+∞

2πid.

4. Supposons que P ne s’annule pas sur C. Montrer que, pour tout R > 0 :

JR =
∫
∂D(0,R)

P ′(z)
P(z)

dz = 0.

5. Conclure.
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