
Licence 3 — Mathématiques 2025–2026

Fonctions holomorphes (HOLO)

FEUILLE DE TD N◦2
FONCTIONS HOLOMORPHES : SÉRIES

ENTIÈRES

1 Rappels sur les différents modes de convergence

Exercice 1 E (Convergences de suites et séries de fonctions)

1. Rappelez les définitions de convergence simple et uniforme d’une suite de fonctions ( fn)n∈N
définies sur un ouvert U de R ou C.

2. Étudiez la convergence des fonctions z → zn sur D(0,1).

3. Rappelez les définitions de convergence uniforme et normale d’une série de fonctions
∑
n∈N

fn

définies sur un ouvert U de R ou C, et la convergence uniforme/normale sur les compacts d’un
ouvert de R ou C.

Exercice 2 (La fonction ζ de Riemann)

On considère la série ζ(s)=∑
nÊ1

1
ns . Pour σ ∈R, on note Rσ = {s ∈C |Re(s)Êσ}.

On rappelle que la notation ns signifie ns := es ln(n) et est bien définie pour n ∈N et s ∈C.

1. Calculez |ns|.
2. Montrez que la série

∑
nÊ1

1
ns converge normalement sur Rσ, pour tout σ> 1.

3. Déduisez-en que la série
∑
nÊ1

1
ns converge normalement sur tous les compacts de {Re(s)> 1}.

Exercice 3 ✩Ñ (La fonction η de Dirichlet)

On considère la série η(s)= ∑
nÊ1

(−1)n+1

ns .

1. Montrez que la série
∑
nÊ1

(−1)n+1

ns converge normalement sur Rσ, pour σ> 1.

2. Montrez que la série
∑
nÊ1

(−1)n+1

ns converge uniformément sur les compacts de {Re(s) > 0}.

Vérifiez au passage que la convergence n’est pas normale.

3. Montrez que η(s)= ζ(s)(1−21−s).

4. Montrez que ζ(s)→∞ lorsque s → 1+.
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Exercice 4 ✩ (Un autre exemple)

1. Montrez que la série
∑
nÊ1

(−1)n

z+n
converge uniformément sur les compacts de Cà {−1,−2,−3 · · · }.

2. La convergence est-elle normale?

2 Rayon de convergence d’une série entière

Exercice 5 (Annales 2024)
Calculer proprement les rayons de convergence des séries entières suivantes :

1.
∑
nÊ0

(−1)nzn 2.
∑
nÊ1

1p
n

zn 3.
∑
nÊ0

n!
(2n)!

zn

4.
∑
nÊ0

p
nz2n

2n +1
5.

∑
nÊ1

(1+ i)nz3n

n ·2n

6.
∑
nÊ1

(
exp(1/n)−1

)
zn 7.

∑
nÊ0

zn!

Exercice 6 E
Pour chaque condition ci-dessous, donner un exemple de série entière de rayon de convergence égale
à 1 qui la vérifie.

1. En tout point z sur le bord du disque de convergence, la série numérique
∑

unzn converge.

2. En tout point z sur le bord du disque de convergence, la série numérique
∑

unzn diverge.

3. En au moins un point z sur le bord du disque de convergence, la série numérique
∑

unzn

converge et en au moins un autre, elle diverge.

Exercice 7 (Opérations sur les rayons de convergence)

Soit
∑

anzn et
∑

bnzn deux séries entières de rayon de convergence respectif R1 et R2.

1. Montrez que le rayon de convergence de
∑

(an +bn)zn est supérieur à min(R1,R2) avec égalité
si R2 ̸= R1. Exemples ?

2. Montrez que le rayon de convergence de
∑

(anbn)zn est supérieur à R1R2.

Exercice 8 (DSE sur]−1,1[)

1. Montrez que arctan et x 7→ ln(1+ x) admettent un développement en série entière par une
série entière de rayon de convergence égale à 1.
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3 Séries de Laurent

Exercice 9
Soit (un)n∈Z ∈ CZ. La série

∑
n∈Zunzn s’appelle la série de Laurent de terme général (un)n∈Z. La

somme en z d’une série de Laurent est la somme de la série numérique
∑

n∈Zunzn, en un z où celle-ci
converge. On note :

R+ = R(
∑
nÊ0

unzn) R− = R(
∑
nÊ0

u−nzn)

On suppose que R−1− < R+ et on définit C = { z ∈C |R−1− < |z| < R+}.

1. On prend un = 1 si n É 0 et un = 1/3n si n > 0. Calculer
∑

n∈Zunzn, on précisera R−, R+ et C
dans ce cas.

2. Plus généralement, soit α,β ∈C, on définit la suite (un)n par un =αn si n < 0, un =βn si n > 0
et un = 0 si n = 0. Trouver les conditions sur α et β pour que C soit non-vide. Calculer la
somme

∑
n∈Zunzn, dans ce cas.

Exercice 10 (Série de Laurent)

Calculer la série de Laurent de
1

z2 + z3 , puis de
cos(z)

z3 au voisinage de l’origine.

4 Transformation d’Abel

Exercice 11 Ñ (Un petit dessin et un petit calcul à faire à la maison)

Soit 0< θ < π/2, on définit :

∆θ = {z ∈D(0,1) |∃0< ρ < cos(θ), ∃ϕ ∈ [−θ,θ], z = 1−ρeiϕ}

1. Dessinez ∆θ.

2. Montrer l’inégalité suivante :

∀z ∈∆θ,
|1− z|
1−|z| É

2
cos(θ)

.

Ind : L’inégalité suivante est triviale

∀z ∈D(0,1),
1

1−|z| É
2

1−|z|2 .
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Exercice 12 ✩✩ (Théorème d’Abel-Dirichlet)
Soit

∑
unzn une série entière de rayon de convergence R = 1. On suppose que

∑
nÊ0 un converge.

1. Remarquez que si la série numérique
∑

nÊ0 un converge absolument alors la série de fonctions∑
nÊ0 unzn converge normalement sur D(0,1).

On examine à présent, le cas où la série numérique
∑

nÊ0 un converge, mais pas absolument.
Soit 0< θ < π/2, on définit :

Sθ =∆θ
2. Nous allons démontrer que la série de fonctions

∑
nÊ0 unzn converge uniformément sur Sθ.

a. On pose sn = ∑
kÊn

uk. Établissez l’égalité (transformation d’Abel) suivante :

∀z ∈ Sθ,∀N Ê 1,
∑

nÊN
unzn = sN zN + (z−1)

∑
nÊN

sn+1zn

b. Déduisez-en que :

∀z ∈ Sθà {1},∀N Ê 1,
∣∣∣ ∑

nÊN
unzn

∣∣∣É |sN |+ |1− z|
1−|z| sup

nÊN
|sn|

c. Déduisez-en que (à l’aide de l’exo 11) :

∀z ∈ Sθ,∀N Ê 1,
∣∣∣ ∑

nÊN
unzn

∣∣∣É (
1+ 2

cos(θ)

)
sup
nÊN

|sn|

et concluez.

3. Déduisez-en l’énoncé suivant : Soit
∑

unzn une série entière de rayon de convergence R ∈
]0,+∞[, on note f :D(0,R)→C sa somme. On suppose qu’il existe z0 vérifiant |z0| = R tel que
la série numérique

∑
nÊ0

unzn
0 converge. Alors, on a :

lim
z→z0,z∈∆z0,θ,r

f (z)= ∑
nÊ0

unzn
0

où ∆z0,θ,r est le cône auquel vous pensez (Dessinez-le).

4. Calculez les séries
∑
nÊ1

(−1)n

n
et

∑
nÊ0

(−1)n

2n+1
.

5 Pour aller plus loin, réviser, etc...

Exercice 13 (Estimations de reste)

Montrez que pour tout N ∈N, et tout z ∈D,

∣∣∣∣∣exp(z)−
N∑
0

zn

n!

∣∣∣∣∣É 2
(N +1)!

.

Exercice 14 Ñ (Dérivation)

Montrez que pour tout entier naturel k et tout z ∈D,
1

(1− z)k+1 =
+∞∑
n=k

(
n
k

)
zn−k.

4



Exercice 15 Ñ (Série génératrice d’une variable aléatoire entière)

Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N. Sa fonction génératrice de X est la fonction gX
définie par

gX (s)= E(sX )=
∞∑

n=0
P(X = n)sn pour tout 0É s É 1 .

Elle caractérise la loi de X . Si X et Y sont deux v.a. à valeurs entières indépendantes, alors rappelons
que

gX+Y (s)= E(sX+Y )= E(sX sY )= E(sX )E(sY )= gX (s)gY (s) .

1. Vérifiez que la fonction génératrice d’une loi binomiale B(n, p) est

g(s)=
n∑

k=0

(
n
k

)
pk(1− p)n−ksk = (ps+1− p)n

2. Vérifiez que la fonction génératrice d’une loi de Poisson P (λ) est g(s)= e−λ
∞∑

k=0

λksk

k!
= eλ(s−1).

3. Quelle est la loi d’une somme de deux v.a. entières indépendantes de lois B(n, p) et B(m, p) ?

4. Quelle est la loi d’une somme de deux v.a. entières indépendantes de lois P (λ) et P (µ) ?

Exercice 16 (Annales 2023)
On considère la série entière suivante :

S(z)= ∑
nÊ0

z3n

(3n)!
.

On note j = e2iπ/3 et considère la suite de terme général uk = 1+ jk + j2k.

1. a. Montrer que 1+ j+ j2 = 0.
b. Montrer que pour tout k ∈N, uk+3 = uk.
c. En déduire la valeur de 1+ jk + j2k pour tout entier k ∈N.

2. En déduire le développement en série entière de ez + e jz + e j2z.

3. Calculer le rayon de convergence de la série entière S.

4. Calculer S(z).

5. Montrer que
∑
nÊ0

1
(3n)!

= e+2e−1/2 cos(
p

3
2 )

3
.

5



Exercice 17 (Annales 2024)

1. Trouver un exemple de suite réelle (an)n tel que :

— Le rayon de convergence de la série entière S(x)= ∑
nÊ0

anxn est égale à 1.

— La fonction S :]−1,1[→R, définie par x 7→ S(x), admet une limite lorsque x tend vers 1−.
— La série

∑
nÊ0

an ne converge pas.

Soit S(x)= ∑
nÊ0

unxn une série entière de rayon de convergence 1. On suppose que S(x) admet

une limite lorsque x tend vers 1− et on note ℓ cette limite. On suppose (un)n réelle et un Ê 0
pour tout n ∈N.

2. On va montrer que la série
∑

n un converge et que ℓ= ∑
nÊ0

un.

a. Montrer que x 7→ S(x) est croissante sur [0,1[.
b. Montrer que pour tout N ∈N, pour tout x ∈ [0,1[,

N∑
n=0

unxn É ℓ.

c. En déduire que
∑
nÊ0

un É ℓ.

d. Soit ε> 0. Montrer que : ∑
nÊ0

un Ê ℓ−ε.

e. Conclure.
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