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MERCREDI 17 DÉCEMBRE
Questions de cours

1. Énoncer le théorème de l’image ouverte.

2. Soit R > 0 et k ∈Z, calculer soigneusement, l’intégrale
∫
D(0,R)

zkdz.

3. Existe-t-il une fonction non-nulle, holomorphe au voisinage de 0 tel que pour tout n assez
grand, f (2−n)= 0?

Exercice 1
Soit f une fonction holomorphe sur le disque unité D = D(0,1). On note (un)n la suite des

coefficients du développement en série entière de f en 0. On suppose que pour z ∈D, on a la
majoration :

| f (z)| É 1
1−|z| .

1. Pour tout n ∈N, pour tout 0< r < 1, calculer
1

2πi

∫
∂D(0,r)

f (ζ)
ζn+1 à l’aide de la suite (un)n.

2. Montrer que, pour tout n ∈N, pour tout 0< r < 1, on a :

|un| É 1
rn(1− r)

3. Étudier la fct° r 7→ 1
rn(1− r)

sur ]0,1[. Montrer que son minimum vaut
(
1+ 1

n

)n
(n+1).

4. En déduire que pour tout n ∈N, on a :

|un| É e(n+1).

Exercice 2
On considère la fraction rationnelle :

f (z)= −i
2z2 +5z+2

1. Trouver les pôles de f , calculer leur ordre.

2. Calculer les résidus de f en ses pôles.

3. Calculer l’intégrale : ∫
∂D(0,1)

f (z)dz

4. Calculer l’intégrale : ∫ 2π

0

1
5+4cos(θ)

dθ

Exercice 3
Soit Ω un ouvert connexe borné de C, on note Ω son adhérence. Soit f :Ω→C une fonction

continue sur Ω, holomorphe sur Ω. Montrer que si la fonction | f | est constante sur ∂Ω alors f
est constante sur Ω ou f s’annule dans Ω, (autrement dit il existe z0 ∈Ω tel que f (z0)= 0).

Exercice 4
1



Soit a ∈D=D(0,1) le disque unité. On note :

φa(z)= z−a
1−az

1. Montrer que, pour tout t ∈R, on a :

|φa(eit)| = 1

2. En déduire que pour tout z ∈D, on a |φa(z)| < 1.

Soit f :D→D une fonction continue sur D, non-constante, holomorphe sur D et telle que
la fonction | f | est constante sur ∂D. On remarquera, pour tout a ∈D, la fonction φa est
un exemple de telle fonction.

3. Montrer que la fonction f ne s’annule pas sur ∂D.

4. Montrer que la fonction f possède un nombre fini de zéros dans D. On pourra raisonner
par l’absurde, c’est-à-dire supposer qu’il existe une suite (zn)n de points distincts du
disque D tel que f (zn)= 0 et étudier les points d’accumulations possibles de cette suite.

5. Montrer qu’il existe des complexes a1, . . . ,ak ∈D, des entiers naturels m1, . . . ,mk et une
fonction g :D→D continue sur D, holomorphe sur D telle que la fonction |g| est constante
sur ∂D, tels que :

∀z ∈D, f (z)=φa1(z)m1 · · ·φak (z)mk g(z) et g(z) ̸= 0

6. En déduire que g est constante. On pourra utiliser l’exercice 3.
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