
Licence 3 — Mathématiques 2025–2026
Fonctions holomorphes (HOLO)

CONTRÔLE N◦1
1 HEURE

VENDREDI 28 NOVEMBRE
Questions de cours

1. Énoncer le Lemme de Goursat.

2. Calculer les intégrales suivantes :∫
∂D(0,1)

sin(ζ)
ζ−2

dζ
∫
∂D(0,2)

exp(ζ)
ζ−1

dζ
∫
∂D(0,2)

cos(ζ)
(ζ− i)2 dζ

∫
∂D(i,1)

sin(ζ)
ζ2 +1

dζ

Exercice 1
Calculer l’intégrale de la fonction f (z) = z2 +3z le long du chemin obtenu en parcourant le

cercle de centre 0, de rayon 2, en partant du point d’affixe 2, jusqu’au point d’affixe 2i.

Exercice 2
Montrer l’inégalité suivante : ∣∣∣∫

∂D(0,3)

ez

z3 +2
dz

∣∣∣É 6πe3

25
.

Exercice 3
On note D=D(0,1) le disque unité. Soit k ∈Z et n ∈N.

1. Refaire le calcul de l’intégrale
∫
∂D

zkdz.

2. Calculer
∫
∂D

(
z+ 1

z

)2n 1
z

dz.

3. En déduire l’égalité : ∫ π

−π
cos2n(t)dt = 21−2n

(
2n
n

)
π.

4. En déduire la valeur de l’intégrale :
∫ π

−π
sin2n(t)dt.

Exercice 4
On note U =Cà (]−∞,−1]∪ [1,+∞[) et V =Cà [−1,1].

1. Montrer qu’il existe g : U →C holomorphe tel que pour tout z ∈U , g2(z)= z2 −1.

2. Montrer que si z ∈ V alors z−1 ∈U .

On note f : V →C donnée par f (z)= izg(z−1).

3. Montrer que f est bien définie, holomorphe et calculer son carré.

4. Montrer qu’il n’existe pas de fonction ℓ : V →C holomorphe tel que exp(ℓ(z))= z.

5. Montrer qu’il n’existe pas de fonction h : V →C holomorphe tel que exp(h(z))= z2 −1.
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