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Questions de cours

1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entière.

2. Calculer les rayons de convergence des séries entières suivantes :∑
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où P est l’ensemble des nombres premiers.

3. Montrer qu’il existe une fonction holomorphe g :D→C tel que g2(z)= 1− z2, où D est le
disque unité.

Exercice 1

On rappelle que sin(z)= eiz − e−iz

2i
, sinh(z)= ez − e−z

2
, cos(z)= eiz + e−iz

2
et cosh(z)= ez + e−z

2
.

Vous pouvez librement utiliser la formule :

∀z,w ∈C, ez+w = ezew

Toutes les autres formules, comme par exemple la formule d’addition de sin doivent être redé-
montré, si vous souhaitez les utiliser.

1. Montrer que pour tout z ∈C,

cosh2(z)−sinh2(z)= 1.

2. Montrer que pour tout x, y ∈R2,

sin(x+ i y)= sin(x)cosh(y)+ i cos(x)sinh(y).

3. Montrer que pour tout x, y ∈R2,

|sin(x+ i y)|2 = sin(x)2 +sinh(y)2

4. Montrer que pour tout x ∈R, lim
y→+∞ |sin(x+ i y)| = lim

y→−∞ |sin(x+ i y)| = +∞.

5. Résoudre sin(z)= 3, pour z ∈C.

Exercice 2
On note H l’ouvert suivant de C :

H= {z ∈C |Im(z)> 0}.

Soit (an)n∈Z une famille bornée de nombres complexes indexée par Z. Pour z ∈C et N Ê 0, on
pose :

θN(z)=
N∑

n=−N
aneiπn2z.

1. Calculer le module de eiπn2z à l’aide de la partie réelle et la partie imaginaire de z.

2. Montrer que la suite de fonctions θN :H→C converge uniformément sur les compacts de
H.
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