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Toutes les réponses doivent étre justifiées, la clarté et la concision de la rédaction font partie
de I’évaluation. L'utilisation des notes de cours, TD, téléphones, tablettes, etc... est interdite.

Tout au long de I'épreuve, D(a,R) désigne le disque ouvert de centre a € C et de rayon R >0
et D désigne D(0,1).

Les questions de cours, I'exercice 1 et I'exercice 2 représente la majeur partie de I’évaluation,
faites les proprement! Les premieres questions de l’exercice 3 sont abordables, le reste de
Pexercice 3 est dur et ne rapporte pas beaucoup de points.

Questions de cours

1. Enoncer le théoreme de 'image ouverte. A l’exception du mot "holomorphe”, si I’énoncé
utilise des mots non définis avant ce cours alors on donnera les définitions de ces mots.

2. On considere la fonction f donnée par f(z) = Re(z) et le lacet y donné par y(t) = Ret,

pour t €[0,27] et R > 0, calculer f f(2)dz.
Y

3. Calculer le rayon de convergence de la série entiere Y n23"2".

4. Donner, en justifiant proprement, la valeur des intégrales suivantes :

sin(z) 22+3 e?—1
f dz f dz f dz.
ap,2) 2—1 oD(4i,1) 2—2 aD0,2) 2

5. Donner le résidu des fonctions suivantes au point indiqué.

g(z) = sinz) en z=2i, h(z) = C°SZ(Z) en z

I
e

Exercice 1
Soit P(z) = 2% + ad_lzd_l +---+ai1z +ap un polynéme a coefficients complexes, avec d = 1. Le
but de lexercice est démontrer, encore une fois, le théoreme de d’Alembert-Gauss.
On considére la fonction méromorphe g donnée par :

P'(z) d




FIGURE 1. Le contour I'g pour I'exo 2.

1. Montrer que z2g(z) —— —ag4_1.
Z—00

2. A l'aide de I'inégalité max-longueur, montrer que :

Ip ::f g(2)dz 0.
oD(0,R) R—+o0

3. En déduire que :

P'(2)
J ::f dz 2nid.
B abO,R) P(z)  R—+o0

4. Supposons que P ne s’annule pas sur C. Montrer que, pour tout R >0 :
P'(2)

R= dZ = O.

j(;D(O,R) P(z)

5. Conclure.
Exercice 2

Soit f(z) =

iz

1+24

On veut calculer l'intégrale suivante :

+00
I ::f _cos(x)dx.

o 1+uxt

On pose w = eT. On se donne R > 1 et on introduit 2 chemins y}R.i, et )/%, paramétrés par :

— YR =t, te[-R,R].
— YRt =Re",  tel0,n].
On note I'r la concaténation des chemins )f% et y}"zﬂ, voir la figure 1.
1. Justifier que f est méromorphe sur C, donner ses poles, les placer sur le dessin.

2. Calculer les résidus de f en ses pdles inclus dans H = {z € C|Im(z) > 0}.

cos(x
( 4) sur R et montrer que f(2)dz —— 1.
+x yﬁ R—+00

3. Justifier I'intégrabilité de x —

R—+o00

4. Montrer que fH f(z2)dz —— 0.
Tr

5. Calculer pour tout R > 1, la valeur de f(2)dz.
I'r

6. En déduire la valeur de I en fonction de w = e™™.
2



Exercice 3
Soit %/ un ouvert étoilé inclus dans C*.

1. Rappeler pourquoi il existe g : % — C holomorphe tel que :
Veewu, g)P==z.

Montrer que g est injective.
Montrer que g(%)n—-g(U) = 2.
Montrer qu’il existe a € C et r > 0 tel que : g(X)nD(a,r)=2.

LAl S

Montrer qu’il existe m injective holomorphe sur g(%) tel que mo g(%) c D.
Soit 7 un ouvert étoilé différent de C et zg € 7.

6. Montrer qu’il existe # un ouvert étoilé inclus dans D et ¢ : 7 — # un biholomorphisme
tel que ¢(zp) =0.



