
Licence 3 — Mathématiques 2024–2025
Fonctions holomorphes (HOLO)

CONTRÔLE N◦1
1 HEURE

VENDREDI 11 OCTOBRE

Toutes les réponses doivent être justifiées, la clarté et la concision de la rédaction font partie
de l’évaluation. L’utilisation des notes de cours, TD, téléphones, tablettes, etc... est interdite.

Questions de cours

1. Rappeler la définition d’application C-dérivable.

2. Rappeler la définition d’application holomorphe.

3. Donner plusieurs exemples de fonctions holomorphes. On ne demande pas de démontrer
l’holomorphie des exemples avancés.

4. Donner un exemple d’une fonction continue f :C→C qui n’est C-dérivable en aucun
point. Le redémontrer.

Exercice 1
Calculer proprement les rayons de convergence des séries entières suivantes :
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Exercice 2

1. Trouver un exemple de suite réelle (an)n tel que :

— Le rayon de convergence de la série entière S(x)= ∑
nÊ0

anxn est égale à 1.

— La fonction S :]−1,1[→ R, définie par x 7→ S(x), admet une limite lorsque x tend
vers 1−.

— La série
∑
nÊ0

an ne converge pas.

Soit S(x)= ∑
nÊ0

unxn une série entière de rayon de convergence 1. On suppose que S(x)

admet une limite lorsque x tend vers 1− et on note ℓ cette limite. On suppose (un)n
réelle et un Ê 0 pour tout n ∈N.

2. On va montrer que la série
∑

n un converge et que ℓ= ∑
nÊ0

un.

a. Montrer que x 7→ S(x) est croissante sur [0,1[.

b. Montrer que pour tout N ∈N, pour tout x ∈ [0,1[,
N∑

n=0
unxn É ℓ.

c. En déduire que
∑
nÊ0

un É ℓ.

d. Soit ε> 0. Montrer que : ∑
nÊ0

un Ê ℓ−ε.

e. Conclure.
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